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Resumo

F.J. MacWilliams mostrou na sua tese de doutoramento o seu famoso Teorema da Ex-
tensao no ambito do seu trabalho sobre teoria de codigos. Este diz que uma isometria
entre dois codigo lineares sobre o mesmo corpo que preserva o peso de Hamming pode ser
estendida a uma transformacdo monomial. Posteriormente alguns autores procuraram
mostrar uma versao mais geral deste teorema, estudando a sua veracidade em anéis fini-
tos. Conseguiram provar que, nessa nova versao, o Teorema da Extensao de MacWilliams
se verifica apenas para anéis de Frobenius. Nesta dissertacao é apresentada uma demons-
tracao elementar da versao do teorema para corpos e duas demonstragoes para a versao
sobre anéis de Frobenius. Estas duas ultimas provas usam duas abordagens distintas, a
primeira usa elementos de combinatoéria como a funcao de Mobius e pesos homogéneos,
enquanto que a segunda é baseada numa abordagem mais algébrica usando caracteres
complexos.

Palavras-Chave: MacWilliams, cdédigos lineares, equivaléncia de cédigos, peso de

Hamming, anéis de Frobenius, peso homogéneo, funcao de Mobius, caracteres complexos.
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Abstract

F.J. MacWilliams showed in her Ph.D. thesis her famous Extension Theorem for linear
codes. Which states that an isometry between two linear codes that preserves the Ham-
ming weight can be extended to a monomial transformation. Subsequently some authors
tried to show a more general version of this theorem, for codes over finite rings. They
have proved that, in this case, the extension theorem is valid only for Frobenius rings.
In this dissertation we present an elementary proof of the extension theorem over fields
and two proofs for the version with Frobenius rings. These last proofs use two distinct
approaches, the first use combinatorial methods such as the Mobius function and homo-
geneous weights, while the second is based on a more algebraic approach using complex
characters.

Keywords: MacWilliams, linear codes, code equivalence, Hamming weight, Frobenius

rings, homogeneous weight, Mobius function, complex caracters.
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Introducao

Florence Jessie MacWilliams teve um importante papel na area da Teoria de Cdodigos,
além dos seus teoremas sobre a identidade de cédigos, na sua tese de doutoramento,
em 1962, provou o seguinte teorema: Sejam C e D dois cédigos lineares sobre o mesmo
corpo, se existir um isomorfismo entre eles que preserva o peso de Hamming, entao C' e
D sao codigos equivalentes. Onde dois codigos lineares C' e D, de comprimento n, sao
equivalentes se existe uma transformacao monomial de F™ que envia um no outro. A este
resultado é costume atribuir-se o nome de Teorema da Extensao, pois exposto de outra
forma o que MacWilliams demonstrou foi que um isomorfismo que preserva o peso de
Hamming entre dois subespacos vetoriais do mesmo espaco vetorial pode ser estendido
a uma transformacao monomial de todo o espaco linear. Alguns anos ap6s a publicacao
dos resultados de MacWilliams, em 1994 surgiu um artigo de R. Hammons ([5]) onde
¢ demonstrado que certos codigos nao lineares apresentam grandes semelhancas com
codigos lineares quando considerados como codigos sobre o anel Z, (o anel dos inteiros
modulo 4). Estes codigos eram chamados de codigo de Kerdock, cédigo de Preparata e
cédigo de Goethals. De entre as semelhangas com os c6digos lineares encontrava-se o facto
de os teorema de MacWilliams serem vélidos também neste coédigos. Consequentemente
houve um acrescido interesse sobre teoria algébrica de codigos sobre anéis finitos e em
1999 J.A. Wood publicou um artigo ([15]) onde demonstra que o teorema da extensao de
MacWilliams é valido para uma certa classe de anéis finitos. Anéis estes chamados de
anéis de Frobenius. Provou também, mais tarde, que nao s6 o teorema era valido para
codigos sobre estes anéis, mas também que se o teorema é valido para codigos sobre um

anel finito, entdo este é de Frobenius.

Assim, nesta dissertacao, sao apresentadas trés demonstragoes distintas do Teorema da
Extensao. A primeira é uma demonstracao elementar do teorema para codigos lineares
sobre corpos finitos que foi publicada por K. Bogart, D. Goldberg e J. Gordon em [1]. As
restantes sao demonstragoes da versao do teorema para anéis de Frobenius usando duas
abordagens diferentes. A primeira abordagem ¢ a apresentada no artigo de M. Greferath

e S.E. Schmidt [4] que usa elementos de combinatéria como a fun¢do de Mobius sobre
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conjuntos parcialmente ordenados e pesos homogéneos. A segunda abordagem ¢é a que
foi apresentada por J. A. Wood em [15] e utiliza elementos algébricos como caracteres
complexos.

No primeiro capitulo (1) sdo expostas definigoes e resultados de algebra, combinatéria
e teoria de codigos que serao essenciais as demonstragoes dos capitulos seguintes. Estas
defini¢bes e resultados sdo na sua maioria baseados nos de [6], [7] e [9]. Os resultados
apresentados neste capitulo, sao dados sem as demonstracoes, algumas destas encontram-
se no Anexo e outras sao remetidas para a bibliografia. No capitulo 2 é apresentada a
demonstragao elementar do teorema para codigos sobre corpos finitos, utilizando nogoes
de Algebra Linear que se assume serem conhecidas pelo leitor. No terceiro capitulo (3)
sao apresentados alguns resultados sobre anéis de Frobenius assim como a sua defini¢ao.
No capitulo 4 sao entao apresentadas as duas demonstracoes da versao do teorema para
codigos sobre anéis de Frobenius, bem como todos os restantes resultados essenciais as
provas que nao foram expostos nos capitulos anteriores. Finalizamos com um pequeno
capitulo, capitulo 5, onde sdao expostas algumas questoes sobre o Teorema da Extensao
que ficam por resolver nesta dissertacao, bem com as referéncias onde se podem encontrar

as suas respostas .



Capitulo 1

Nocoes Basicas

Neste capitulo vao ser apresentadas defini¢oes e resultados de algebra e combinatoria que
serao essenciais para o entendimento das demonstragoes do teorema principal. Pressupoe-
se que o leitor domine os conceitos e resultados basicos da Teoria de Grupos, estes serdao
usados sem serem expostos ou justificados.
Anéis

Um anel é uma estrutura algébrica (R, +,-), onde R é um conjunto nao vazio e + e -

sao operacoes binarias em R que satisfazem:
1. (R,+) é um grupo abeliano;
2. A operacgao - é associativa;
3. Verifica-se a propriedade distrubitiva: Va,b,c € R :

ea-(b+c)=a-b+a-c

e (at+b)-c=a-c+b-c

Vamos assumir que um anel R tem sempre a identidade 1 # 0 e denotaremos por
R* o conjunto dos elementos invertiveis (ou unidades) do anel, que correspondem aos
elementos invertiveis de (R, -). Tal como no caso do grupos R* é fechado para a operagao
(a multiplicagdo do anel).

Um corpo F' é um anel tal que (F'\ {0},-) é um grupo abeliano. Um ideal esquerdo
(resp. direito) I de R é um subgrupo aditivo de R, ou seja, (I,+) < (R,+), tal que
ri € I,Vr € R,i € I (resp. ir € I). Um ideal bilateral é um ideal que é simultaneamente
esquerdo e direito. Se I é ideal, esquerdo, direito ou bilateral usamos a notagao I < R
para o indicar. Considerando I < R bilateral, podemos definir a relacao de equivaléncia
Va,b € R,a~bseesésea—bel, assim R/I ={r+1:r € R}, oconjunto das classes
de equivaléncia desta relacao, tem estrutura de anel e denomina-se o anel quociente de
R por I.
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Um ideal préprio é um ideal, I < R, tal que I # R. Por vezes para enfatizar a
desigualdade usaremos a notagao I < R. O ideal nulo é o subconjunto {0} e um anel que
nao contém ideais proprios nao nulos diz-se simples.

Um ideal esquerdo (ou direito) I diz-se principal ou ciclico se existe © € [ tal que
I = Rx={rz : r € R} (resp. *R). A este elemento x chama-se gerador de Rx. O
conjunto destes ideais de um dado anel R serd denotado por Ip(R) = {Rx | x € R}.

Um ideal minimal é um ideal, I, ndo nulo, tal que, #.J < R : {0} < J < I. Analoga-
mente, um ideal maximal , I, é um ideal préprio tal que #J < R: 1 < J < R.

Todo o ideal minimal é principal. Suponhamos que I < R ¢ um ideal minimal, entao

seja x € I nao nulo temos {0} < Rx < I. Logo, Rz = I.

Médulos
Dado um anel (R,+',-"), um grupo abeliano (M, +) diz-se um R-médulo esquerdo se

existir uma func¢ao, chamada de multiplicacao escalar,

fiRx M — M

(rym)—r1r-m

que satisfaca as seguintes condigoes, Vr,s € R,Vm,n € M:
Lr-(m+4+n)=r-m+r-n;
2. (r+'s)-m=r-m+s-m;
3. (r's)-m=r-(s-m);
4. 1-m=m.

Analogamente podemos definir médulo direito com a multiplicagao escalar definida
por f(r,m) = m -r e as quatro condi¢ao escritas de acordo com a nova multiplicacao
escalar. Se M tem estrutura de R-moédulo esquerdo e direito e satisfaz a seguinte condigao:
Vr,s€ Rom e M,(r-m)-s=r-(m-s), diz-se um R-bimddulo.

Um R-submédulo de um R-moédulo esquerdo (resp. direito) M, N, é um subgrupo
aditivo de M que é também um R-médulo esquerdo (resp. direito) para a restricao da
multiplicacao escalar de M a N. Um submoédulo bilateral de um R-bimédulo M, N, é um
subgrupo aditivo de M que é também um R-modulo esquerdo e direito para a restri¢ao
da multiplicagao escalar de M a N.

Analogamente ao que foi definido atras, um submaédulo proprio, N < M, é um subméodulo

tal que N # M. Por vezes para enfatizar a desigualdade usaremos a notacao N < M. O
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submoédulo nulo é o subconjunto {0} e um moédulo que nao contém submédulos proprio

nao nulos diz-se simples.

Podemos também aqui definir um quociente. Seja N < M um submoédulo, definimos a
relacdo de equivaléncia m ~ m' se e s6 se m —m’ € N, assim M/N = {m+ N|m € M},
o conjunto das classes de equivaléncia desta relagao, tem estrutura de médulo.

Um submoédulo N diz-se ciclico se existe € N tal que N = Rz = {rx : r € R}. A
um tal elemento x chama-se gerador. Um R-médulo esquerdo (resp. direito), M diz-se

finitamente gerado se existe S C M finito tal que

t
M = RS = {Zrisi :teNr,e Rs; €S}
i=1
(resp. M = SR={>!_,sir;:t € N,r; € R, 5, € S}). Um submédulo maximal, N, é um
submédulo proprio tal que 3K < M : N < K < M e um submédulo simples, N, é um
submédulo tal que AK < M : {0} < K < N. Analogamente ao caso dos ideais minimais,

os submoddulos simples sao ciclicos.

Seja M um médulo e I' = {M; : i € I} uma familia de submddulos de M, a soma de T
¢é dada por
< UMl >= {Zmz,n S N,mi € Mz}

iel i=1
se I' = (), entdo < U;c; M; >= {0}. Geralmente denota-se a soma por Y_;.; M;.

Seja M um modulo e N7 um seu submédulo. Um submédulo Ny diz-se complemento
direto de Ny em M se Ni+ Ny = M e Ny N Ny = {0}. Denotemos por M = N; @& N,. Se
tal acontece todo o elemento de M pode ser escrito de forma tnica como a soma de um
elemento de N; com um elemento de Ns.

O socle de um médulo M, soc(R), é a soma de todos os seus submédulos simples,

soc(M) = > N

N<M simples

Com soc(M) = {0} se M nao possui submédulos simples.

Enunciaremos em seguida um resultado que serd necessario para a segunda demons-
tragdo do teorema principal (Teorema da Extensdo). Este estd demonstrado no anexo,

no subcapitulo A.2, lema A.19.

Lema 1.1. Seja M um mdédulo esquerdo finito tal que soc(M) € ciclico e nao nulo. Entdo

qualquer submddulo de soc(M) é ciclico.
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O radical de um modulo M é a intersecao de todos os seus submodulos maximais,

rad(M) = N N.
N<M maximal
Com rad(R) = M se M nao possui submédulos maximais.

O socle e o radical de um médulo M sao ambos submoédulos de M.

Se virmos R como R-mddulo esquerdo (resp. direito) (basta considerar a multiplicagdo
escalar como sendo a multiplica¢do do anel), entao os seus submoédulos sao os seus ideais
esquerdos (resp. direitos) e o seu socle serd a soma dos seus ideais esquerdos (resp.
direitos) minimais. Sempre que considerarmos R como R-médulo esquerdo, este serd
denotado por pR. Se considerarmos R como R-moédulo direito denotaremos por Rpg.
Assim, existem dois socles para R, o socle direito soc(Rg) e o socle esquerdo soc(pR).
Estes dois socles e o radical de um anel R sao ideais bilaterais de R. Definimos ainda

comprimento de um R-modulo M. Seja
N CN GG N,

uma cadeia de submoédulos de M, o comprimento desta cadeia é o seu numero de
submédulos, ou seja n. O comprimento de um moédulo M, (M), é o maior compri-
mento que uma cadeia de submoédulos de M, onde cada submoddulo esta estritamente

contido no seguinte, pode ter.

Exemplo 1.2. Seja R um anel, n € N, o produto cartesiano de n copias de R, R", € um
R-bimaodulo, considerando as multiplicacoes escalares esquerda e direita, f; : Rx R" — R"™

e fr: R* x R — R"™, respetivamente, definidas por

filr, (zq, -+ L xn)) = (rag, -+ ra) e fo((Tn, - @), 1) = (@17, -+, 27)

ao qual se chama o maodulo livre de dimensao n.

Homomorfismos

Sejam R e S anéis, a aplicagdo f: R — S diz-se um homomorfismo de anéis se
e f é um homomorfismo de grupos.
o Vi,y € R, f(x-y) = f(z) f(y)

e f(1r) = 1s.
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O ntcleo de f é o conjunto ker(f) = {r € R : f(r) = 0} e a imagem o conjunto
Im(f)={se€S:3Ire R: f(r)=s}. Sejal <R, entdao f(I) <Im(f). Se I <SS, entdo
f7Y(I) < R, onde f~(I) ¢ a pré-imagem de I por f, em particular ker(f) < R.

Sejam M e N R-modulos esquerdos, a aplicagao f : M — N diz-se um homomorfismo

de modulos, ou uma aplicagao R-linear a esquerda, se
e f é um homomorfismo de grupos.
e Vme M,re R, f(r-m)=r-f(m)

O ntcleo e imagem deste homomorfismo define-se analogamente ao anterior e as mesmas
propriedades verificam-se.

Um homomorfismo f : R — S de anéis (resp. moédulos f : M — N) é injetivo
se ker(f) = {0}, ao qual se chama monomorfismo, e é sobrejetivo se Im(f) = S (resp
Im(f) = N). Um isomorfismo de anéis (ou médulos) é um homomorfismo bijetivo, ou seja,
injetivo e sobrejetivo. Um automorfismo de R (resp. M) é um isomorfismo f : R — R
(resp. f: M — M).

Os moédulos sobre corpos chamam-se espacos vetoriais e sao claramente bimodulos, pois
0s corpos sao comutativos. Além disso, neste caso, os homomorfismos de médulos sdo as
aplicacoes lineares.

Uma transformacao monomial esquerda de R™ é uma automorfismo de médulos esquer-

dos da forma

T:R"— R"
(xla T 7In) = («ra(l)ula T 7Ia(n)un)
onde, uq,- -+ ,u, sao unidades de R e o é uma permutacao do grupo simétrico S,. Ana-

logamente se define transformag¢ao monomial direita, multiplicando as unidades do lado
esquerdo.
Vamos verificar que T é de facto um automorfismo. Comecamos por ver que é homo-

morfismo de médulos esquerdos. Vo = (21, ,2,),y = (Y1, ,yn) € R" e Vr € R,

T +y) = (o) + Yot (Tom) + Yon))tn)
- ('ra(l)ul» to 7xa(n)un) + (+ya(1)ul7 te 7ya(n)un) - T(ZE) + T(y)

T(rx) = (regmus, - 7(Tom)tn) = T(Teq)tt, -+ 5 Tom)Un) = 1T (x)
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T é ainda isomorfismo, pois possui homomorfismo inverso 7-! : R* — R" definido por
T—l(x:[, e ’xn) = (‘/Ea'fl(l)u;—ll(l)g e 71'0—71(”)”;_11(”))

Uma transformagao monomial sobre um corpo é sempre simultaneamente esquerda e
direita porque os corpos sao comutativos. Podemos facilmente verificar que a matriz que
define esta aplicagao (esquerda), A pode ser dada pelo produto A = PD. Onde D é uma
matriz diagonal que na entrada D;; contém u; e P a matriz da permutacao o que permuta
as entradas do vetor (xy,---,x,). Reciprocamente qualquer matriz desta forma define
uma transformacao monomial esquerda.

De seguida enunciaremos o teorema do isomorfismo na sua versao para anéis.

Teorema do Isomorfismo. Sejam R e S anéis, f : R — S um homomorfismo de anéis,

entao
R

ker(f)

~ Im(f)
como anéis.

De forma analoga temos o mesmo resultado para médulos. A demonstragdo pode ser

encontrada em [3, Theorem 4.4.5].

Exemplo 1.3. Seja R um anel e M um R-mddulo direito, o conjunto dos homomorfismos
direitos de M em R, é um R-mddulo esquerdo. Denota-se por Homgr(M, R) e chama-se

o dual do modulo M. A multiplicacao escalar € dada por

f: Rx Homgr(M,R) — Homg(M, R)
(r, f) = rf

onde rf € definida por (rf)(m) = f(m)r,Ym € M.
Anéis artinianos
Um moédulo M diz-se artiniano se dada uma qualquer cadeia de submodulos de M
. < N2< N

existe n € N tal que Vi > n, N; = N,,.

Um modulo M diz-se noetheriano se dada uma qualquer cadeia de submodulos de M

N, <N2< ...
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existe n € N tal que Vi > n, N; = N,,.

Um anel diz-se artiniano & esquerda (resp. direita) se for artiniano como R-mddulo
esquerdo (resp. direito) e diz-se artiniano se o for 4 direita e a esquerda. Como vamos
apenas lidar com anéis finitos, estes sao obrigatoriamente artinianos e noetherianos.

Um moédulo M diz-se semisimples se soc(M) = M. Assim, se virmos R como R-mdédulo
esquerdo, este é semisimples a esquerda se soc(zR) = R.

Os dois teoremas seguintes sao bastante importantes paras as demonstragoes que se
seguem, o primeiro é um resultado classico sobre anéis semisimples e serd importante
para a demonstragao do segundo que ira ter um papel importante nas duas demonstragoes
do teorema da extensao sobre anéis finitos. Como tal a demonstracao do primeiro pode
ser encontrada em [6, Theorem 3.5], enquanto que para o segundo é apresentada uma

demonstracao no anexo, no subcapitulo A.1.2 baseada em uma das demonstragoes de [6,
Theorem 20.9).

Teorema Wedderburn-Artin.
Seja R um anel semisimples d esquerda. Entio R ~ M, (Dy) X --- x M, (D,), para

certos anéis de divisao Dq,--- , D, e inteiros positivos ny,- -+ ,n,.

Teorema de Bass.
Seja R um anel artiniano, a € R e L um ideal esquerdo de R. Se Ra+ L = R, entdo

a + L possui um elemento de R*, ou seja, um elemento invertivel.

Injetividade

Um R-médulo esquerdo M diz-se injetivo & esquerda se para qualquer homomorfismo
injetivo f : A — B de R-mo6dulos esquerdos e para qualquer homomorfismo de médulos
g : A — M, existe um homomorfismo de moédulos esquerdos ¢ : B — M, tal que o

diagrama seguinte comuta

{0} AL, B
[
M

ou seja, g = ¢ o f. Analogamente se pode definir injetividade a direita.

As proximas definigoes e o proximo lema sdo aqui apresentados porque vao ser ne-
cessario para demonstrar uma propriedade dos anéis de Frobenius relacionada com a
injetividade.

Seja R um anel e X C R um subconjunto, o anulador & esquerda de X por R é o ideal
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esquerdo
lLanng(X) ={r € Rlrz =0,Vz € X}

O anulador a direita de X por R ¢ o ideal direito
ranng(X) = {r € Rlar =0,Vz € X}

O préximo lema serd entao necessario para a demonstracao do lema 3.7 e encontra-se

demonstrado no subcapitulo A.2 do anexo, lema A.20.

Lema 1.4. Seja R um anel injetivo a esquerda, entdo para qualquer a € R temos

r.anng(l.anng(a)) = aR

Cddigos Lineares

Seja F' um corpo finito com ¢ elementos, um (n, k)-cédigo linear C' sobre F é um
subespaco vetorial de dimensao k do espaco vetorial F™.

Uma matriz geradora de um (n, k)-cédigo C' é qualquer matriz X cujas linhas formem
uma base de C. Esta serd, portanto, uma matriz k x n. Ou seja, se Xy, -+, Xy forem as
linhas de X, Ve e C,3u € F¥:c=uX.

Analogamente podemos definir codigos lineares sobre anéis finitos. Seja R um anel
finito e R™ o médulo livre de dimensao n. Um codigo linear esquerdo de comprimento n,
C, sobre R é um submdédulo esquerdo de R" (C' < R"™). Analogamente se define cédigos
lineares direitos de comprimento n.

Ao longo do documento um cédigo linear sobre um corpo finito, C'; sera simplesmente
um (n, k)-cédigo C', um cddigo linear esquerdo sobre um anel R, C' < R", serd um R-
codigo C esquerdo de comprimento n e analogamente um cédigo linear direito sobre um

anel R, C' < R"™, serd um R-codigo C' direito de comprimento n.

Funcoes peso
Seja R um anel finito, uma funcdo peso (ou apenas peso), wt, de R™ é qualquer fungao

do forma

wt: R — R

= > an, ()

reR

onde, para x = (z1,%g, -+ ,2,) € R"eVr € R, n,(z) =|{i:x; =71}, a, e Reay=0.
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Note-se que, para qualquer peso wt e sendo 0 = (0,---,0) o vetor nulo de R", temos
n.(0) =0,Vr € R\ {0} e ap = 0, logo wt(0) = 0.
O peso de Hamming é o peso onde a, = 1,Vr € R\ {0}, denota-se por wy.

Um peso wt do anel finito R diz-se homogéneo se satisfaz as seguintes propriedades:
1. Se Rx = Ry, entao wt(x) = wt(y),Vzr,y € R.

2. Existe um nimero real ¢ > 0 tal que

> wit(y) = ¢|Rz|, Vz e R\ {0}.

yERx

Conjuntos parcialmente ordenados

Um conjunto parcialmente ordenado (c.p.o.) é um par (P, <), onde P é um conjunto
e < ¢é uma relagao binaria de ordem parcial.

Um intervalo de um c.p.o, (P, <) é um subconjunto da forma
[,y ={z€eP:x<zAz<y}

onde x,y € P sao elementos tais que z < y.

O minimo de um c.p.o. P é um elemento¢ € P :Va € P,i < a. O maximo de um c.p.o.
P é um elemento s € P : Va € P,a < s. Por conven¢ao denota-se o elemento minimo de
um c.p.o., caso exista, por 0 e o maximo por 1.

Seja P um c.p.o, S C P um subconjunto de elementos do c.p.o., o supremo de S é o
menor elemento de P, a, tal que Vs € S, s < a. O infimo de S é o maior elemento de P,
a, tal que Vs € S,a < s.

Assim, seja P um c.p.o. com elemento minimo 0, um atomo de P é um elemento
a€P:feP:0<b<a Onde < representa a ordem parcial estrita associada a
<. Analogamente, seja P um c.p.o. com elemento maximo 1, um coatomo de P ¢é um
elementoa € P: e P:a<b< 1.

Um c.p.o diz-se atomistico se todos os seus elementos forem supremos de conjuntos de
atomos.

Um reticulado é um c.p.o P tal que qualquer seu conjunto de dois elementos {a, b}
possui infimo, denotando-se por aV b, e supremo, que se denota por a Ab. Sejam a,b € L,
onde L é um reticulado, b é uma cobertura de a se a < besedce€ L :a < c <b, entao

a=coub=c.
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Se L é um reticulado onde se verifica a seguinte condi¢ao: Sejam a,b € L tais que a e
b sao coberturas de a A b, entdao a V b é cobertura de a e b. Diz-se que L é um reticulado
semimodular.

Um reticulado diz-se modular se Va,b,c € L,a < b implica aV (bA¢c) =bA (aV c).

O conjunto dos submdédulos de um médulo esquerdo (ou direito), M, que se denota
por L(M), é um reticulado modular, onde o infimo de dois submédulos Ny e Ny é o
submédulo Ny N Ny e o supremo o submodulo Ny + Ny, Os atomos sao os submoédulos
simples e os coatomos os maximais, além disso L(M) ser atomistico significa que M é
semisimples.

Temos ainda o seguinte resultado que esta demonstrado no subcapitulo A.2 do anexo
(lema A.21):

Lema 1.5. Seja L um reticulado, se L é modular, entdo é semimodular.

Assim, podemos concluir que o conjunto dos submédulos de um moédulo esquerdo (ou
direito) é também um reticulado semimodular. Facto que vai ser usado mais a frente na

demonstragao de uma propriedade dos reticulados atomisticos.

Caracteres

Seja G um grupo abeliano, um caractere complexo, ou caractere, de G é um homomor-
fismo de grupos 7 : G — C*. Onde C* é o grupo das unidades dos niimeros complexos.
O grupo dos caracteres do grupo G, denota-se por @, o seu elemento identidade é o ca-
ractere trivial, ou seja, o homomorfismo de G em C* que envia todos os elementos de G

em 1. A operacgao é dada por

-G

Q>

G x

~—

(T, x) = m- X

onde 7 - x é definida por (7 - x)(g9) = 7(9)x(g9), Vg € G.
Seja R um anel e M um R-moédulo esquerdo, o R-modulo de caracteres M associado a
M é o grupo dos caracteres de M, visto como grupo abeliano aditivo (M, +), junto com

a multiplicacao escalar dada por

“RxM— M

(rym) — 7"

onde 7" (z) = m(rz),Yo € M. Ou seja, M ¢ um R-médulo direito.
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Seja R um anel finito, um caractere y de R é um caractere gerador direito se a aplicacao
¢:R— R, dada por ¢(r) = x" é um isomorfismo de R-médulos direitos.

Temos ainda demonstrado no subcapitulo A.4 do anexo, lema A.22, o seguinte resul-
tado que serd importante para um resultado intermédio necessario 4 3* demonstracao do

teorema principal.
Lema 1.6. Seja G um grupo abeliano e G o seu grupo de caracteres, entio |G| = ’é”

Os dois seguintes resultados serdao também importantes para a tltima demonstracao
do teorema principal e é possivel encontrar a demonstragdo do primeiro em [10, Lemma

76] e a demonstragao do segundo em [13, Corolary pag. 63].

Proposigao 1.7. Seja G um grupo abeliano finito e considere-se o conjunto das func¢oes
de G com valores em C, F(G,C). Este conjunto é um grupo abeliano para a soma de
fungoes, onde o elemento neutro é dado pela funcdo que envia todos os elementos de G

em 0. Se considerarmos a multiplicacdo escalar,

f:Cx F(G,C) = F(G,C)
(2, f) = 2f

onde zf € definida por (zf)(z) = z - f(z),Vx € G, temos que F(G,C) é um espago
vetorial sobre o corpo dos complexos, C

Claramente o grupo dos caracteres complezos de G € um subconjunto de F(G,C). Seja
{m1,- -+ ,m} um conjunto finito de caracteres de G, este diz-se independente se y, -+ , 7,
forem linearmente independentes como elementos do espago vetorial F(G,C).

Qualquer conjunto finito de caracteres de G € independente.
Proposicao 1.8. Seja G um grupo abeliano finito e G o seu grupo de caracteres, entao:

|G|, se =0
eG 0, se z#0
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Capitulo 2

Teorema da Extensao de MacWilliams

Neste capitulo irda ser demonstrada a versao do teorema da extensao de MacWilliams
para corpos finitos de forma andloga ao que é feito em [1]. De seguida é apresentado a

versao do teorema que ira ser considerada,

Teorema de MacWilliams. Sejam C e D dois (n,k)-cddigos lineares sobre um corpo
F, ey :C — D, um isomorfismo que preserva o peso de Hamming. Entdo existe uma

transformag¢ao monomial ¢ : F™ — F™ tal que |c = 1.

Para demonstrar o teorema vamos provar que se X é uma matriz geradora de C' e Y é
uma matriz geradora de D entao Y pode ser obtida de X permutando as suas colunas e
multiplicando cada uma delas por um escalar adequado.

Tendo em conta que diferentes autores optam por diferentes definicbes de matriz de

uma aplicacao linear, vamos expor a definicao que ird ser adotada.

Definicdo 2.1. Seja f : F¥ — F™, uma aplicacio linear entre dois espacos vetoriais

sobre um corpo F. Considere-se a base candnica de F*, By = (e1, -+ ,ex) e a base
candnica de F™, B, = (e, ,€y), entdo a matriz de [ relativamente as bases candnicas
de F¥ ¢ F™ é a matriz cujas linhas sio os vetores f(e1), -+, f(e,), ou seja, é a matriz
fler)
M = : . Assim € possivel definir a aplicacdo f da sequinte forma:
flen)
fiFF— Fm
v— oM

O objetivo deste subcapitulo ¢ demonstrar que a matriz de ortogonalidade, definida
mais abaixo é invertivel em Q. Este facto ird ser crucial para a demonstracao do teorema

principal.

15
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Notagao. Denota-se por p(n) o nimero de subespagos de dimensdo 1 do espago vetorial
F", por Ly,..., Lyy) 0s p(n) subespacos distintos de dimensao 1 e por uy,--- ,Uym) 05

gerados de cada um destes subespacos.

Proposicao 2.2. Seja F um corpo com q elementos, o numero de subespacos vetoriais

de dimensdo 1 de F™ é

Demonstragcao. Comecemos por notar que como cada L; tem dimensao 1 é gerado por
um unico elemento. Assim, seja u € L; gerador, os restantes elementos do subespaco sao
os ¢ multiplos possiveis de u, ou seja os elementos 0, u, ..., (¢ — 1)u. Além disso F™ tem

q" — 1 elementos nao nulos. Logo o ntimero de subespagos é dado por:

]

Defini¢do 2.3. Dois subespacos, L; e L;, dizem-se ortogonais se Vu € L;, Yu' € L;,

u-u =0, onde - € o produto interno usual de F". Denotamos por L; L L;.

Proposigao 2.4. Sejam L; e L; dois subespacos de dimensdo 1 e u € L;,u' € L; ndo
nulos, tais que u-u' =0 entao L, L L;. Assim para ver se dois subespagos sdo ortogonais
basta pegar em quaisquer dois elementos nao nulos, um elemento de cada subespaco, e

verificar se o seu produto interno dd 0.

Demonstragao. A funcao do produto interno é bilinear como é sabido e todos os ele-
mentos de L; e L; sao da forma Au; e pu;, respetivamente, para algum A\, p € F.

Assim, sejam u € L; e ' € L; nao nulos tais que u - v’ = 0 temos
weu' = (M) - (puy) = Ma(ug - uj) =0=u; - u; =0

para alguns A\, u € F. Como o produto dos geradores é nulo, entdo VA, u € F temos
A - pu; = 0. Ou seja L LL;.
m

Definicao 2.5. Seja V' um espaco vetorial sobre um corpo F', o peso de Hamming de
um seu subespaco de dimensao 1, L; € o peso de Hamming de um seu gerador. Ou seja,

wt(L;) == wt(u;), com u; € L;, gerador.
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Notacao. Chamamos "Matriz de Ortogonalidade”dos subespacos de dimensao 1 de F™
a matriz T = (t;;) de p(n) x p(n) de 0’s e 1’s onde:

0, Se Lz L Lj

tij =
1, caso contrario.

Teorema 2.6. A matriz T € invertivel sobre o corpo dos niumeros racionais, Q.

Para conseguirmos provar o resultado anterior é necessario provar primeiro a seguinte

proposicao:

Proposicao 2.7. As sequintes afirmacoes sio verdadeiras para um corpo F com q ele-

mentos, n>2 el <i,j < pu(n) comi#j:

1. O numero de subespacos de dimensao 1 de F™ que sao ortogonais ao subespaco L;

é puln — 1), ou seja, [{L;|L; LLY| = pu(n - 1).

2. O numero de subespacgos de dimensao 1 de F™ que sdo simultaneamente ortogonais

ao subespaco L; e a L; é u(n —2). Ou seja, |{Ly|LyLL; N Ly LL;}| = p(n — 2).

3. Se virmos as linhas de T como vetores de F", a soma das linhas de T é o vetor

constante, x = (1,...,Tyum)), onde x; = ¢"~" para todo o i € {1,..., u(n)}.

4. Se virmos as linhas de T como vetores de F™, a soma das linhas de T que tém
entrada 0 na coluna j € o vetor, y(j) = (Y1, .-, Yum)), onde y; =0 e y; = q" 2 para

todo o1 # j.

Demonstragao.

1. Comecemos por considerar a seguinte aplica¢ao, para um dado u; € L; ndao nulo:

firF"—= F

U U U

Como o produto interno é uma aplicacao bilinear, se fixarmos uma das varidveis passamos
a ter uma aplicagao linear, portanto f é de facto uma aplicacao linear.

Notemos que ker(f) = {v € F"u-w; = 0} & ker(f) = {v € F"|lu e L; : L;LL;}.
Assim {L;|L;LL;} é o conjunto dos subespagos de dimensdo 1 de ker(f). Logo falta
apenas ver qual é a dimensao de ker(f).

A matriz de f é o vetor w;, como este é nao nulo temos que car(My;) = 1, onde

My é a matriz da aplicacao linear f. Logo dim(Im(f)) =car(M;) = 1. Assim, como
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dim(F™) = dim(ker(f)) + dim(Im(f)), temos dim(ker(f)) = n — dim(Im(f)) =n—1e

portanto o niimero de subespagos de dimensao 1 de ker(f) é u(n —1). Ou seja

L Ly LLi}| = p(n = 1).

2.

Comecemos por considerar a seguinte aplicacao, para um dado u; € L; e u; € Lj:

f:F" — F?

u— (- u, U uy)

Da mesma forma que anteriormente, como o produto interno é uma aplicacao bilinear, a
linearidade é preservada em cada componente da funcao f e como tal a aplicacao é linear.
Temos ker(f) = {u € F"[(u - w,u - u;) = (0,0)} que é equivalente a
ker(f) = {'Ll, € F”|u S Lk : LkJ_L,L VAN LkJ_LJ} Assim {Lk‘LkJ_L,L AN LkJ_LJ} é o con-
junto dos subespagos de dimensao 1 de ker(f). Logo falta apenas ver qual é a dimensao

de ker(f).

Novamente temos que dim(F™) = dim(ker(f)) + dim(Im(f)). A matriz de f é dada
por My = (u;,u;), como ¢ # j, as duas colunas u; e u; sdo linearmente independentes e
por isso car(My) = 2. Logo dim(Im(f)) = 2 e dim(ker(f)) = n — dim(Im(f)) =n — 2.

Portanto o nimero de subespagos de dimensao 1 de ker(f) é p(n —2). Ou seja

{Lj| Ly LLi}| = p(n = 2)

3.
Seja x o vetor que corresponde & soma de todas as linhas da matriz T e x; as suas

coordenadas para i € {1,...,u(n)}. Entao:

vy = [{LlLy £ Liy[ = {L; : 1 <5 < p(n) )\ { L] L LLi}|

= KLy - 1<) < p(n)} = L[ L LLi}| = pln) — p(n — 1) (por 1)
qn_l_qn—1+1 -
= :q
qg—1

4.

Seja y(j) o vetor que corresponde & soma de todas as linhas da matriz T que tém entrada
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0 na coluna j e y; as suas coordenadas para i € {1,...,u(n)}. Entdo, y; = 0 e para i # j:

Yi = {Le|Lx £ Li AN Ly L Lj}|
= {Ly|Lr L L} \ {Li|LxLL; A Ly, L Ly}
= {Li|Lr L L} — {Lg|LeLL; N Ly L Lj}|

=p(n—1) = p(n —2)
qnfl — 1= qn72 + 1 _ qn—2

= orle?2
i1 (p )
O
Demonstracao Teorema 2.6.
Notemos que podemos escrever os vertores {ei, ..., e, } da base candnica de Q"™ como

combinacao linear das linhas de T

z yQ)

qn— 1 qn—2 :

€; =

Podemos entdo concluir que o espaco vetorial gerado pelas linhas de T é Q*™ e portanto
a caracteristica de T é u(n) (porque Q“™ tem dimensdo u(n) , logo como T tem pu(n)
linhas que geram o espago, entao essas linhas tém de ser linearmente independentes).

Logo T é invertivel sobre Q. m

Podemos agora demonstrar o teorema principal, para isso suponhamos que temos dois
(n, k)-codigos, C' e D, tais que existe um isomorfismo ¢ : C'— D que preserva o peso de

Hamming.

Notagao 2.8. Seja X uma matriz geradora de C, (k x n) considere-se o isomorfismo
f: F* — C definido por f(u) = uX. f é um isomorfismo pois por definicao de matriz

geradora € sobrejetivo e como as linhas de X sao linearmente independentes € injetivo.

Nota 2.9. Observemos que, por definicao, X € a matriz de [ relativamente d base
candnica de F* e de F™. Além disso, como f(Fu) = Ff(u),Yu € F* entdo
f(Li) = f(Fu;)) = Ff(u;) =< f(u;) >, ou seja, f envia os subespacos unidimensio-

nais de F* em subespacos unidimensionais de C.

Notacao 2.10. Considere-se g : F* — D definida como g = ¢ o f. E, por wltimo,
sejam cy,--- ¢, as colunas de X, denotemos por r o vetor coluna v = (r1,...,7um)",
com entradas:

ri:|{j:cj7é0/\C;€Li}|
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Nota 2.11.

1. g € um isomorfismo porque € a composi¢ao de dois isomorfismos.

2. Se'Y for a matriz do isomorfismo g relativamente d base candnica de F* e de F™,
entdo g(u) = uY,Yu € F*, logo, como g é isomorfismo, é sobrejetiva, e por isso
todos os elementos de D se escrevem da forma uY . Ou seja, Y é uma matriz
geradora de D.

3. Notemos que r nos indica a quantidade de colunas nao nulas de X, pois podemos

. k
escrever o numero de colunas nulas de X como n — Zfz(l) Ti.

Lema 2.12. Seja T a matriz de ortogonalidade dos subespacos de dimensio 1 de F*,
podemos interpretar T'r como o vetor coluna da lista dos pesos de Hamming dos subespagos

unidimensionais de C. Ou seja (Tr); = wy(f[Li]).

Demonstragao. Considere-se entdao a matriz de ortogonalidade mencionada no enunci-

ado e o vetor r ja definido. Temos:

t11 tiz ot 1 f:(li) 1T

231 tao - loum T2 fz(li) LoiT;
TT = . . . . . =

k)
tun a2z 0 tumat ) \Tu ) i
Sejam c¢q, - -+ , ¢, as colunas de X, entao
(k)
(Tr)i= > _tyrj= > L1.rj+ Y 0-rj= > 1

=1 L, L Li jiL; LL; jiL; L Li

= > Ha:aw#0Ac €L} =H{ek:cr #0NC), € Lj A, - ¢, # 0}
JiLi XL,

= Hew: o # 0 Ay - ¢, # 0} = wir (uX)
= wy (f(w)) = wy (fLi])

]

Nota 2.13. Se considerarmos o vetor r' definido da mesma forma que o vetor r, mas
considerando agora as colunas em Y, temos (Tr"); = wy(g[L;]). A demonstragcio é
idéntica a do caso anterior, bastando substituir v por v’ e X por Y até ao peniltimo

passo onde teremos entdo:

(Tr); = wg(wY) = wr(g(u;) = wu(g[Li)



FCUP | 21
Teorema da Extensao de MacWilliams

Teorema 2.14. Ezxiste uma matriz A = DP, onde D é uma matriz diagonal e P uma

matriz de permutacdo, tal que, XA =Y.

Demonstragdo. Comegamos por mostrar que (7r); = (Tr');, Vi € {1,--- , u(k)}

(Tr"); = wr(gLs]) = wa(g(wi)) = wu (o flus)) = wa(f(us)) = wr(f[Li]) = (Tr);

Logo Tr = Tr'. Mas como T tem matriz inversa em Q, aplicando a matriz inversa em
ambos os lados da equacao obtemos, » = r’. Como r especifica 0 nimero de colunas nao
nulas, podemos concluir que X e Y tém o mesmo numero de colunas nao nulas. Além
disso, o numero de colunas de X que pertencem a um dado subespacgo unidimensional é
o mesmo que o numero de colunas de Y que pertencem ao mesmo espaco. Mas, como
os subespacgos unidimensionais sao gerados por um tunico elemento, ou seja todos os
elementos de um dado L; sao multiplos escalares de um seu gerador, temos que as colunas
de Y que pertencem a um dado L; sao multiplos escalares das colunas de X que pertencem
a esse mesmo subespaco. Como r e ' nao especificam a ordem das colunas, nenhuma
informagao mais podemos retirar da igualdade. Concluimos assim que a matriz Y pode
ser obtida da matriz X reordenando as colunas da tultima e multiplicando cada uma
destas por um escalar adequado, escalar este que serd uma unidade, pois F' é corpo.

Em linguagem matematica temos entao:

Y = X(DP) (D matriz diagonal n x n e P matriz de permutagao n x n)
= XA (A = DP)
[

Assim esta matriz A = DP = PD (pois estamos a trabalhar em corpos) define uma
transformacao monomial ¢ : F™ — F™ como visto no capitulo 1 na pagina 8. Falta
apenas verificar que quando restrita a C é igual & isometria de que partimos.

Seja entao ¢ € C, ¢(c) = ¢\, mas por defini¢cao de matriz geradora temos, p(c) = uXA,

para algum u € F'*. Vamos ter entdo

p(c) = uXA =uY = g(u) = ¢(f(u)) = ¥(c)

E temos, assim, o pretendido.
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Capitulo 3

Anéis de Frobenius

Neste capitulo além da defini¢do de anel de Frobenius sao apresentadas algumas das suas
propriedades. Propriedades estas responsaveis pelo facto de a versao do Teorema da

Extensao para codigos sobre anéis finitos ser valida apenas nestes anéis.
Teorema 3.1. Seja R um anel as sequintes condicoes sao equivalentes:
1. R é Noetheriano a direita e injetivo como R-méddulo a direita.
2. R é Noetheriano a esquerda e injetivo como R-maodulo a direita.
3. R ¢ Noetheriano a direita e satisfaz as sequintes condicoes:

(a) r.anng(l.anng(A)) = A,YA < R direito.
(b) l.anng(r.anng(A)) = A,VA < R esquerdo.

4. R é artiniano dos dois lados e satisfaz 3a e 3b.
Demonstragdo. Ver [7, Theorem 15.1]. O

Definicao 3.2. Um anel que satisfaz alguma das condi¢oes do teorema 3.1 diz-se um

anel Quase Frobenius, QF.

Nota 3.3. Os anéis QF podem ser também definidos como anéis que sao simultaneamente

noetherianos a esquerda (resp. direita) e injetivos a esquerda ([7, pdg. 409]).

Teorema 3.4. Seja R um anel artiniano, entdo as sequintes condicoes sdo equivalentes,
para R = R/rad(R):

1. R é QF e soc(xR) ~ pR.

2. R é QF e soc(RR) ~ Rp.

3. soc(zrR) ~ xR e soc(Rg) ~ Rp.

23
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Demonstragdo. Ver [7, Theorem 16.14]. [

Definicao 3.5. Um anel que satisfaz alguma das condicoes do teorema 3.4 diz-se um

anel de Frobenius.

Corolario 3.6. Seja R um anel de Frobenius, entao os seus socles d esquerda e a direita

(soc(rR) e soc(Rg)) sdo principais.

Demonstragao. Por defini¢ao temos soc(zR) ~ pR e soc(Rg) ~ Rg, mas pR e Rp sdo

R-modulos ciclicos, gerados por 1 + rad. O

A seguinte propriedade dos anéis de Frobenius finitos vai ser necessaria na 2* demons-

tragao do teorema principal.

Lema 3.7. Seja R um anel finito de Frobenius, I < R um ideal esquerdo e f,g: 1 — R
dois homomorfismos injetivos de modulos esquerdos. Entdo, existe um automorfismo de

modulos esquerdos h : R — R tal que f = hog.

Demonstracao. Como R é de Frobenius, ¢é injetivo como R-modulo & esquerda. Pela
definic¢ao de injetividade e nas condig¢oes do enunciado temos que existe um homomorfismo
B :R— Rtal que h' o f =g.

]%R

.
-
.
jg 7
ko h

R

Como A’ é um homomorfismo de R-médulos & esquerda, vamos ter h'(r) = rh/(1),
Vr € R. Ou seja, h' fica determinado pelo valor de a = /(1) € R.

Mas entao, g(z) = h'(f(z)) = f(z)a e como g é uma funcao injetiva,

{0} =ker(g9) ={z € I: f(z)a=0}

Assim, se y € Im(f) Nl.anng(a), entao Iz € I : y = f(x) A f(x)a = 0, logo x € ker(g),
ou seja, x =0 e Im(f) Nl.anng(a) = {0}.

Podemos entao, tomando B = Im(f) @ l.anng(a), considerar o homomorfismo

m:B— R

flx)+y—=y

que estd bem definido, pois por estarmos a trabalhar com uma soma direta os elementos

de B escrevem-se de forma tnica como soma de elementos de Im(f) e de l.anng(a).
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Novamente pela injetividade de R e considerando a inclusao i : B — R, temos que existe
7 R— Rtal que 7 = 7’ o.

Assim, dado y € l.anng(a) qualquer, y = 7(y) = 7'(y) = yn'(1). Da mesma forma,
dado x € I,0 = n(f(x)) = 7' (f(x)) = f(x)n’'(1).

Ou seja, denotando s = 7/(1) e fazendo uso do lema 1.4, temos que
y=ys<y(l—s)=0=1—s € ranng(l.anng(a)) = aR.
No entanto, s = 7'(1) € r.anng(Im(f)). Logo
R =aR + r.anng(Im(f))

Assim, pelo Teorema de Bass (nota A.17), temos que Ju € R* : u € a + r.anng(Im(f)).

Finalmente considere-se o homomorfismo de R-modulos & esquerda h : R — R, definido
por h(x) = zu, que é claramente um automorfismo, pois possui homomorfismo inverso
h™': R — R, dado por h™*(z) = zu~!. Vamos entao ter h(f(z)) = f(z)a + f(x)b, com
b € r.aanng(Im(f)). Logo ficamos com h(f(z)) = f(x)a = g(z) e temos o automorfismo

pretendido. O

Nota 3.8. Seja R um anel e h : R — R um automorfismo de R-modulos esquerdos,

entdo h(r) = ru para alguma unidade u de R.

O préximo teorema da-nos uma propriedade dos anéis de Frobenius que sera fundamen-
tal para podermos concluir que qualquer anel de Frobenius possui um caractere gerador

direito. Facto este que serd fundamental par a 3* demonstragdo do teorema principal.

Teorema 3.9. Seja R um anel finito, Rpr 0 R-médulo de caracteres associado a Ry e R.ﬁi

o R-médulo de caracteres associado a pR. Entdao as sequintes condigoes sao equivalentes:
e R ¢ anel de Frobenius.
e Como R-mddulos a esquerda, Rp ~ rR.
o Como R-mdédulos a direita, RE ~ Rp.

Demonstragdo. Ver [15, Theorem 3.10]. O

Corolario 3.10. Seja R um anel finito, R € um anel de Frobenius se e so se admite um

caractere gerador direito.
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Demonstragcdao. Suponhamos que R admite um caractere gerador direito ou esquerdo,
entdo R ~ rR ou R~ Rpg, logo pelo teorema 3.9, R é de Frobenius.

Reciprocamente, suponhamos que R ¢ de Frobenius, entao R~ Rp pelo teorema 3.9,
seja ¥ : R — Rp um isomorfismo. Como ? é um isomorfismo de R-mdédulos direitos,

entdao ¥ (r) = ¥(1)r = x",Vr € R. Ou seja, x é um caractere gerador direito. O

De seguida iremos demonstrar uma outra propriedade, exposta na proposicao 4.14 que

serd necessaria 4 3* demonstragao do teorema principal.

Lema 3.11. Seja x um caracter de um anel finito R. Entdo x é um caracter gerador

direito se e sd se ker x nao possui ideais direitos diferentes de {0}.

Demonstracao. Dado y um caractere direito de Re ¢ : R — R o homomorfismo de
R-modulos direitos definido por ¢(r) = x”, comegamos por mostrar que = € ker(¢) se e
s6 se o R € ker(x).

Tem-se que = € ker(¢) se e s6 se x*(r) = 1,Vr € R, o que é equivalente a R C ker(y).

Suponhamos agora que x é um caractere gerador, entdo ¢ é um isomorfismo, ou seja,
é injetiva. Logo ker(¢) = {0} e pelo que vimos Vo € R\ {0}, 2R ¢ ker(y). Vamos supor
que existe um ideal direito, J # {0}, em ker(y), entdo para algum z € J vamos ter
xR C J C ker(x). Absurdo, logo ker(x) ndo possui ideais direitos diferentes de {0}.

Reciprocamente suponhamos que ker(y) nao possui ideais direitos diferentes de {0}.
Logo, pelo que foi visto no inicio da demonstragao, o tinico elemento de ker(¢) é 0. Pelo
lema 1.6 |R| = ‘E’ Logo ¢ é também sobrejetiva e por isso é um isomorfismo, ou seja, x

é um caractere gerador direito. O

Proposicao 3.12. Seja R um anel finito de Frobenius, com caractere gerador direito y,
seja M um R-mddulo direito finitamente gerado e Homg(M, R) o grupo dos homomor-
fismos de M em R. Entao a aplica¢iao f: Homg(M, R) — M, dada por fA) =xo\é

um homomorfismo injetivo de grupos abelianos.

Demonstragcao. Comegamos por ver que é de facto um homomorfismo. Sejam Aj, Ay
elementos de Hompg(M, R), f(A 4+ Xo)(x) = x(M(z) + Aa(x)) = x(Mi(2)) - x(Na(2)),
Vx € R, porque x é homomorfismo de (M, +) para (C,-).

Vamos agora ver que ker(f) = {0}. Se A € ker(f), entdo x(A(M)) = 1, logo A(M)
estd contido em ker(y). Mas A(M) é um ideal direito de R (pelas propriedades dos
homomorfismos vistas no capitulo 1), logo pelo lema 3.11 A(M) = {0}. Ou seja,

A= OHomR(M,R)‘ L



Capitulo 4

Teorema da Extensao em Anéis
Finitos

Neste capitulo vais ser entao feita a prova do seguinte teorema,

Teorema da Extensao para Anéis Finitos. Seja R um anel de Frobenius finito,
C < R"™ um R-cddigo esquerdo (ou direito) e ¢ : C — R" um homomorfismo linear
esquerdo (ou direito) que preserva o peso de Hamming. Entao ¢ pode ser estendido a

uma transformagao monomial esquerda (ou direita) de R".

A ideia da primeira demonstracao, de abordagem combinatoria, é provar um teorema
semelhante, mas utilizando pesos homogéneos. No entanto, é possivel demonstrar que
para um dado peso homogéneo, os monomorfismos que o preservam sao exatamente os
homomorfismos que preservam o peso de Hamming. Estabelecendo assim uma relacao
entre estes dois pesos e consequentemente entre os homomorfismos que os preservam
podemos demonstrar o teorema da extensao, demonstrando uma versao sua para os pesos
homogéneos. Para isso vai ser necessario alguns resultados sobre a funcao de Mobius
para c.p.o’s finitos. Esta funcdo vai ser essencial para a demonstracdo. A segunda
demonstragao baseia-se essencialmente na propriedade dos anéis de Frobenius, que esta

exposta no corolério 3.10, de que todo o anel de Frobenius possui um caractere gerador.

O objetivo das duas provas sera mostrar que o homomorfismo linear que preserva os

pesos ¢ : C' = R" satisfaz

() = (1, Tn) = (To@)Ui, s To(n)Un)

ou o analogo para o lado direito, para uq, - - - , u, unidades de R e o € S,,. Se conseguirmos
provar que ¢ satisfaz esta condicao, podemos claramente concluir que ¢é restricao de uma

transformacao monomial, esquerda ou direita de R™.

27
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4.1 Funcao de Mobius e peso homogéneo

Comegamos entao por ver como podemos relacionar a funcao de Mobius com pesos ho-

mogeéneos.

Defini¢ao 4.1. Seja P um c.p.o. finito, Int(P) o conjunto dos intervalos de P e
A = F(Int(P),R) a Algebra Incidente de P sobre o anel dos nimeros reais R (a de-
fini¢ao pode ser encontrada no subcapitulo A.j} do anexo). Entio a fungdo de Mébius,
o Int(P) — R € a fungdo inversa, em A, da funcao zeta, ¢ : Int(P) — R definida
por (([z,y]) = 1. Esta fungdo pode ser definida recursivamente de duas formas, onde

wz,y) = p(lx,y]) para v < y:

plr,z) =1 eplr,y)=— > wzy) sex<y
r<z<y
e
wrr)=1ep(z,y)=— > plx,z2) sex<y
r<z<y

Como pode ser verificado no inicio do subcapitulo A.4 do anexo A/lgebm Incidente.

Teorema (Férmula da Inversao de Mobius). Seja P um c.p.o finito e g, f : P — R duas

funcoes. Entdo as sequinte condigoes sao equivalentes:

=Y fly), VzeP
y<z
se e sd se
Z g(y)uly,x), Vx € P.
y<z

Este teorema estd demonstrado no subcapitulo A.4 do anexo Algebra Incidente e cor-
responde ao teorema A.23.
O préoximo lema é um resultado intermédio que vai ser usado na demonstragao do

teorema 4.7.

Lema 4.2. Seja R um anel finito, L(R) o reticulado dos seus ideias esquerdos e I € L(R).
Se o intervalo [{0}, I] € atomistico, entao p({0},1) # 0.

Demonstragao.
Para podermos fazer esta prova precisamos de um resultado de [14, Equation 3.33] (pag.

317) que nos diz: Seja L um reticulado semimodular finito com minimo 0, maximo 1 e
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atomo a, entao

p0.1)=~ Y u(0) (4.1)

t coatomo
a%tt

Porém este resultado, quando exposto em [14] refere-se a reticulados semimodulares fi-
nitos, que é o caso, pois R ¢ finito e [{0}, I] é um reticulado de submédulos de R como

R-moédulo e por isso ¢ modular, logo semimodular pelo lema 1.5.

Note-se que seja A < I, o intervalo [{0}, A] continua a ser um reticulado semimodular
finito atomistic com minimo {0} e maximo A. Assim a equagao 4.1 pode ser aplicada em

cada um desses intervalos.

Vamos entao provar por inducao que para qualquer A < I de comprimento n temos

w({0},A)=(—=1)"-c,(A), onde ¢,(A) é um nimero inteiro positivo.

Suponhamos que A < I é um submédulo simples, ou seja, tem comprimento 1, [(A) = 1.

Entao por definicao de funcao de Mobius,
p({0}, 4) = —p({0},{0}) = —1.
Se [(A) = 2 e considere-se S < A minimal, ou seja, dtomo. Entao

N({O} ) A) == Z N(Ov T)

T coatomo
S4T

Mas [(T) = 1, logo ficamos com,

p({0},4) = =(=1) - {T < A: S £ A} = (—1)" - c2(A).

onde temos, claramente, co(A) > 0.

Supomos agora que o que pretendemos demonstrar é valido para qualquer A < [

com [(A) = n. Seja entdao A < I e S < A simples, tal que [(A) = n + 1, temos

p({0},A)=— > u(0,T). Por hipétese ficamos com:
T cg;t[]oﬂmo
p({0},A) =~ > (~1)"(D) = (1" Y (D) = (=1)" - cpa(A).
T c‘é)%tquo T Cg%tquo

Como ¢,,+1(A), por hipdtese é a soma de nimeros naturais nao nulos, entao é também um
n—+ ) )
numero natural nao nulo. Como I é submédulo dele préprio, temos assim o pretendido.

]
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De seguida vamos definir uma relagao de equivaléncia e provar um resultado intermédio
que nos vai ajudar em alguns calculos intermédios nas futuras provas.

Seja R um anel finito, considere-se o conjunto parcialmente ordenado pela inclusao
Ip(R) ={Rz | x € R}.

Lema 4.3. Para x € R, o conjuto R*x = {rz | r € R*} € o conjunto de todos os
geradores de Rz e temos ainda,

|R*z| = Y |Ry|u(Ry, Rx).

Ry<Rz

Demonstracgao.
Vamos comegar por provar a primeira afirmacao.

Seja G, = {Geradores de Rz}. O objetivo é provar que R*z = G,. Seja entdo,
u € R*, claramente Rux C Rx. Seja agora rx € Rz, ro = ru~'ur € Rux, logo também
Rx C Rux. Assim, Rur = Rx. Logo ux é gerador de Rx.

Temos entao R*z C G,.

Seja agora y € G, entdo Rxr = Ry. Além disso da € R : y = ax. Considere-se agora o

epimorfismo de R-mddulos 4 esquerda,

¢:R— Rx

r—Trr

Assim, y = ¢(a). Mas, como ¢ é um homomorfismo, temos,
p(Ra) = Ry(a) = Ry = Rz = ¢(R).

Seja agora r € R, entdo existe 7’ € R tal que ¢(r) = ¢(r'a) = r —r'a € ker(p), logo
dk € ker(p) : r —r'a =k < r =r'a+ k. Logo R C Ra + ker(y), como, claramente
também temos Ra + ker(y) C R, ficamos com R = Ra + ker(y).

Podemos entao usar o Teorema de Bass para concluir que a+ker(y) possui uma unidade

de R. Seja u € R* essa unidade, temos que u = a + b, para b € ker(y). Mas entao
ur = ar + br = axr =y.

Logo y € R*x e, finalmente, R*x = G,.
Para a segunda parte da lema iremos usar férmula da inversao de Mdébius (teorema

4.1) no c.p.o. Ip(R). Comecemos por demonstrar que |Rx| = >, <gr.|RY|.
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A relacao bindria em R X R, definida por x ~ y se e s6 se Rr = Ry, para =,y € R é
uma relacao de equivaléncia: Note-se agora que as classes de equivaléncia desta relacao
sao precisamente os conjuntos R*x, pois dois elementos sao equivalentes se e s6 se sao
geradores de um mesmo ideal principal. Como ~ é uma relacao de equivaléncia, a uniao
das suas classes formam uma particao de todo o conjunto. Assim, considere-se a relacao
apenas no ideal Rx, as classes de equivaléncia dos elementos deste conjunto formam uma
particao dele, ou seja,

Rx = |J R

yERx

Logo |Rz[=| |J Ryl= > |R'yl.

yERx Ry<Rz
Tomando agora, f(Rz) = >  |R*z|e g(Rz) = |Rz|, que sdo funcdes de Ip(R) em R
Ry<Rzx

e que por isso satisfazem as condigdes necessarias para podermos aplicar a inversao de

Mobius, obtemos o resultado desejado se o fizermos. O]

Nota 4.4. Usando a primeira condicao do lema anterior temos que, se Rx = Ry, entao

| Rz = [R*yl.

Podemos assim provar o seguinte teorema que nos d4 uma definicao alternativa de peso

homogéneo

Teorema 4.5. Uma fung¢ao peso num anel finito R é homogéneo se e so se existe um

numero real ¢ > 0 tal que

(0, Rx)

wt(w):c<1—|R*x|>, Vo € R\ {0}

Demonstra¢dao. Comecamos por provar a primeira implicacdo. Suponhamos entdao que

temos um peso homogéneo, wt, ou seja, um peso que satisfaz:
1. Se Rz = Ry, entdo wt(x) = wit(y),Vz,y € R.

2. Existe um numero real ¢ > 0 tal que

> wi(y) = c|Rz|, Vz e R\{0}.

yERx

e consideremos a fungao f : Ip(R) — R definida por

f(Bz) = (c — wt(x))|R7x|.
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Esta funcao esta bem definida pela condicao 1 e pela nota 4.4, ou seja, se Rx = Ry, entao
wt(z) = wit(y) e |R*z| = |R*y|, assim f(Rz) = f(Ry). Além disso temos

Yo f(Ry) =Y (c—wt(y)). (4.2)

RyCRx yERx

Porque,

Z [(Ry) = Z (c —wt(y))|R*y| = Z Z (c —wt(y

RyCRz RyCRzx RyCRx y'€R*y
e considerando agora a relacao de equivaléncia, ~, definida na prova do lema 4.3, R*y

sdo as suas classes de equivaléncia e por isso ficamos com

YooY (e—wt(y) = > (c—wt(y)).

RyCRx y'€R*y yERx

Usando agora a condi¢ao 2 da defini¢do de peso homogéneo, podemos concluir que
S le—uwty) = 3 e— Y wiy) = d|Re| = 3 wi(y) =0, Vo€ R\ {0}
yeERx yERx yERx yERx

Ficamos entdao com

Z f(Ry) =0, Vze R\{0}.

RyCRzx

Tomemos agora a fungao g : Ip(R) — R definida por

o(Re) = 0, se z€ R\{0}

c, se =0
Como f({0}) = ¢, podemos ver a igualdade obtida anteriormente como

Y. f(Ry) =g(Ra).
RyCRx
Aplicando a inversao de Mobius obtemos,
= > g(Ry)u(Ry, Rr) = cu(0, Rx)
RyCRzx

Resolvendo a equacgao ficamos com:

(0, Rx)

(c —wt(x))|R*z| = cu(0, Rr) < wit(z) =c(1— Rl

), VYx€e€R

Reciprocamente, seja wt um peso e suponhamos que existe um numero real positivo, ¢
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tal que
0,R
wt(z) = (1 — W), Ve € R

Queremos agora ver que wt é um peso homogéneo, ou seja que se verificam 1 e 2. Se

Rx = Ry, entao, pela nota 4.4

(0, Rx) (0, Ry)
wt(Rr) =c(l — ————) =c(l — ————) = wt(Ry
(r) = (1 = #5700 = o1 = HT) = wi(Ry
Considere-se de novo a func¢ao f : Ip(R) — R, que continua bem definida, pois ja
provamos que 1 se verifica. Temos também de novo que a igualdade (4.2) ¢ valida.

Vejamos agora como podemos expressar f(Rx) em funcao de ¢ e da func¢ao p:

f(Rx) = (¢ — wt(x))|R'x| = (c —c (1 - W)) |R* x|

(0, Rx)

Considerando de novo a mesma fungao g : Ip(R) — R, podemos ver a igualdade acima

cOomo

f(Rx) = > g(Ry)u(Ry, Ry)

RyCRzx
aplicando a inversao de Mobius temos:

g(Rx)= > f(Ry).

RyCRx

Logo
> f(Ry)=0, VzeR\{0}

RyCRzx

Pela equacao 4.2 ficamos com

Y le—wi(y)=0& > wi(y) = Y. ce > wi(y) =c|Rz|, Vze R\ {0}

yERx yERx yERx yERx

Verifica-se assim a 2% condic¢ao, logo wt é homogéneo. O

O préximo lema tem como objetivo auxiliar a demonstracao do teorema 4.7.

Lema 4.6. Seja R um anel, I < R um ideal esquerdo nao nulo qualquer, wt um peso
homogéneo e ¢ € RT a constante relativa a esse peso. Entdo as sequintes condig¢oes sGo

equivalentes:
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1. Y w(0,Rz) = 0.

Rx<I
2. > wt(y) = c|I.
yel
Demonstracao.
(1) = (2).
Pelo teorema 4.5 temos
w0, Rx) (0, Rx
S ure) = Se(1- M3 - Ser 3 MG
wel zel | | vl zel |R
0,R
Rx<I |R |
=c|I|+c¢ > w0, Rx)
Ra<I
= || (por hipdtese)

(2) = (1).

Da demonstracao da primeira implicagdo retiramos que

> wt(x) =clI|+¢ Y pu(0,Rx)

zel Rx<I

Como, por hipotese Y wt(y) = ¢|I|, entdo ¢ Y p,<; (0, Rz) = 0, ouseja, 3 go<s (0, Rz) =
yel
0, pois ¢ é nao nulo. O

Teorema 4.7. As sequintes condi¢oes sao equivalentes para um anel finito R, um peso

homogéneo, wt e ¢ € R*:
1. O soc(xrR) € principal a esquerda.

2. Para todo o ideal esquerdo nao nulo I < zR, > wt(y) = c|I].

yel
Demonstracao.
(1) = (2).
Suponhamos que soc(z R) é principal 4 esquerda, queremos mostrar que Z 1(0, Rx) = 0.

Rx<I
Considere-se I < pR, entao I N soc(zR) ¢ um ideal esquerdo principal e corresponde ao

soc(I), se virmos I como médulo esquerdo. E um ideal esquerdo porque € a intersecao de
ideais esquerdos e é principal porque qualquer submoédulo de soc(zR) ¢é ciclico pelo lema

1.1 e por isso principal. Além disso, como R é artiniano, contém submodulos simples.
Logo I N soc(xR) # {0}.
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Note-se agora que como soc(l) é ciclico, todos os seus submddulos sao principais, pelo
lema 1.1 e por isso pertencem a Ip(R). Se considerarmos a fungdo de Mobius em Ip(R)

por definicdo temos > p(0, Rz) = 0.
0<Rz<soc(I)
Assim,

> wO.Rx)= > u0,Rx)+ Y. u(0,Rx)

Rz<I 0<Rz<soc(I) Rx<I
Ragsoc(xR)

= > w0, Rax)

Rx<I
Raxgsoc(pR)
Para finalizar assumimos que existe Rx < I tal que Rz £ soc(zR) e pu(0, Rx) # 0.
Suponhamos também que esse tal Rz é minimal em relacdo a essa propriedade. Por

definicao de p temos,

0= > w0,Ry)= > wO,Ry)+ > w0,Ry)+ u0,Rx)

Ry<Rz Ry<soc(Rx) Ry<Rzx
Ry#soc(zR)

= u(0, Rx) (contradigao)

Note-se que Z 1(0, Ry) = 0, porque, por minimalidade de Rz, u(0, Ry) = 0,
Ry<Rz
Ry¢soc(gR)
VRy < Rz tal que Ry % soc(zrR). Como obtivemos uma contradi¢do tal Rx ndo existe e

por isso VRxz < I tal que Rz £ soc(zR), temos ;(0, Rx) = 0. Logo

> p(0,Rz) =0.

Rx<I
Ragsoc(zR)

Assim,
> w(0,Rz) =0

Ra<I
Pelo lema 4.6 temos entao o pretendido.
(2) = (1).

Suponhamos que para todo o ideal esquerdo nao nulo I < R, Zwt(y) = c|I|. Nova-
yel
mente pelo lema 4.6 temos entdo que Y p(0, Rz) = 0.
Rx<I
Para demonstrarmos que soc(pR) é ideal esquerdo principal, ou seja que é principal,

porque soc(pR) é sempre ideal esquerdo, vamos supor que nao o é. De seguida conside-

ramos um ideal I < R contido em soc(pR), nao principal e minimal em relacao a esta
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propriedade (existe porque R é artiniano). Denotando por p a fungdo de Mobius no

conjunto de todos os ideais de R, munido com a relagao de inclusao, temos por definicao,

0= Z /LL<07 J) = Z ILLL(O7 J) +/LL<07[> = Z ﬂ(O’Rm) +,UL(OvI)

J<I J<I Rx<I

= 1(0,71) (por hipotese)

Mas I < soc(R), ou seja, I, quando visto como submédulo, é semisimples, que neste
caso é equivalente & condigao de o intervalo [0, [] ser atomistico, como é observado no
capitulo 1. Assim, pela proposi¢ao 4.2 temos que u(0,1) # 0. Absurdo, logo soc(R) é
principal. [

4.2 Relacao entre os pesos homogéneo e de Hamming

Nesta seccao vamos entao ver qual a relagdo dos dois pesos e perceber de que forma
provando o teorema principal para pesos homogéneos podemos generalizar para a versao
com pesos de Hamming. Vamos comegar por fixar um peso homogéneo no anel R, com

base no resultado do teorema 4.5:

Whom - & — R
©(0, Rx)

1
! R+

Ou seja, com ¢ = 1. Este, induz uma fungao peso em R"™ da seguinte forma,
(n) . R™
Wy o —R

T iwham(m(as))

Onde 7; denota o homomorfismo que projeta os elementos de R™ na sua i-ésima coorde-

nada. A este peso chamaremos peso homogéneo de R".

Definicao 4.8. Seja C um R-cddigo de comprimento n e f : R* — R, tal que se
Rz = Ry, entio f(x) = f(y). Um homomorfismo de R-médulos ¢ : C'— R™ é chamado

de f-isometria se satisfaz:

fole) = f(c), VeeC.

Se f for o peso homogéneo de R™ definido atrds, chamamos a @ uma isometria homogénea.

Se f for o peso de Hamming, chamamos a ¢ uma isometria de Hamming ou apenas
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isometria.

Lema 4.9. Seja R um anel finito de Frobenius, C' um R-cédigo de comprimento n e

@ : C'—= R™ uma isometria homogénea, entdo as duas sequintes afirmacoes sao vdilidas:
e e wl () = Hilmi(©) # {0}
2. {ilm(C) = {03} = Hilmip(C) = {0}}].

Demonstragao.
1 Como R é um anel de Frobenius, o seu socle é principal e por isso podemos usar o
teorema 4.7. Relembremos ainda que pelo teorema do isomorfismo temos que dado um

homomorfismo de moédulos h : M — N,

M

Im(h) ~ ke ()

Assim se considerarmos o homomorfismo 7; e lembrando que ker(m;

C) = C N ker(m),

temos
C
(C) ~ —i——
m(C) C N ker(m;)
Logo |m(C)| = % Notemos ainda que seja r € Re A = {c € C : m(c) = r},
entdo |A| = |C Nker(m;)|. Isto acontece porque para ci,c € A,

mi(c1) = ma(ca) & mi(cr —ca) =0 ¢ — g € C' Nker(m;)

logo, seja ¢; € A,Ve € A,c = ¢+ k, k € C Nker(m).
Além disso m;(C') é um ideal esquerdo de pR. Assim se m;(C) # {0}, pelo teorema 4.7

temos entao:

> Whom() = |mi(C)|.

zem; (C)
Assim |C N ker(mi)| Xper; ) Whom () = |C|
Logo,

S 0l () = 303 o (m(0))

ceC ceC i=1
=Y > HeeOlmile) = 2} whom(x)
1=1 zem;(C)
—Z|C’ﬂk‘er ()] Z Whom (T
i=1 zem;(C)

= [C]- {ilm(C) # {0} }]
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A passagem da pentltima para a ultima igualdade faz-se dividindo a soma principal em
duas outras, a primeira soma |C' N ker(m;)| X pexr () Whom () apenas para as coordenadas
tais que m;(C) # {0}, a segunda para as coordenadas com m;(C') = {0}. No entanto,
Como Wrem(0) = 0, a segunda soma é 0 e portanto ficamos s6 com a primeira. O primeiro
resultando obtém-se entao dividindo a igualdade por |C].

2 Pelo Teorema do Isomorfismo temos que

C
ker(y)

Im(p) ~

Logo,

€l
[ker(p)]

Além disso notemos que se C' é um R-cédigo, entdo como ¢(C) < R" é também um

|o(C)] =

& |p(C)] - [ker(p)| = |C]

R-codigo. Assim,

{ilmi(C) # {03} = |C,Z om(

CEC

BEGE |ker 7] 2 Whon(€)

CEC

= O T 5 o

CEC’
(Porque ¢ é uma isometria homogénea)

1
RO )] g o) e € €l =
= T ], o) - er(i)

de ©(C)

1

> Whom(d)

B lp(C)] dep(C)
= [{i|mi(¢(C)) # {0} }| (Por 1)

Logo, claramente [{i|m;(C) = {0}}| = [{i|me(C) = {0} }]. O

Seja M um R-moédulo esquerdo, denotemos por F(zM,R) o espago vetorial de todas
as fungoes f : zM — R, tais que se Rx = Ry, entdao f(z) = f(y), Yo,y € M. O
objetivo seguinte é mostrar que os pesos wy,,., € wy, onde wy € o peso de Hamming, sao
iguais. Para isso vamos definir duas aplicacoes lineares de F/(,M,R) em F(,M,R), ¥ e
A e demonstrar que estas duas aplicagoes sao inversas uma da outra. Para conseguirmos

demonstrar o que pretendemos iremos necessitar de um teorema, que também iremos
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demonstrar, que nos d4 uma férmula de inversao para elementos de F'(,M,R) idéntica &
formula da inversao de Mobius.

Definimos entao a funcao

K:MxM-—=R

|Rz|  |Ry|
(z,y) —
|Rz| |Ry|

wu(Rz, Ry)

onde p denota a fun¢do de Mobius no conjunto {Rz|x € M} e as aplicagoes
Y,A F(RM,R) — F(zM,R) dadas por

(SN = B1@) = g o)

(A(f)(x) = |R| Zf re)K(rx,z), Yre M

reR
Teorema 4.10. Dado um R-mddulo esquerdo M e f,g € F(zM,R) as sequintes condi¢oes

sao equivalentes:

1. g(x) :%Z re),VYo € M
€R

:%Z K(rz,x),Yx e M
€R

Demonstragao.

(1) =(2)

Comecemos por notar que seja x € R o l.ann,(z) é o nticleo do homomorfismo sobrejetivo
h : R — Rx definido por h(r) = rz,¥r € R. Logo pelo teorema do isomorfismo, temos
| = | Rx” Notemos ainda
quesejat € Rre A= {r € R:rx =t}, entdo |A| = |ker(h)| = |l.anng(z)|. Isto acontece

que R/l.anng(r) ~ Rx. Daqui podemos concluir que |l.anng(x)

pois para rq,19 € A,
h(ri) = h(rg) < h(ry —ry) =0 =1 — ro € ker(h)

logo, sejar € A, Vr € A,r =1 + k, k € ker(h).

Temos entao,

) |A

reR €Rx
| R|
f() |l.anng(x ft) ——
-7 Z 17 Z R
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B |R*t|
= > 10 (g = T 10y

teRx Rt<Rx

Considere-se agora as funcgoes «, 3 : {Rz : © € M} — R definidas por a(Rz) = g(z) |Rx|
e B(Rx) = f(x) |R*z|, entao

Y. fO)- IRt = ) B(RY)

Rt<Rx Rt<Rx

aplicando a inversao de Mobius, ficamos com:

f(z)|R*|=B(Rz) = > a(Rt)u(Rt,Rx) = > g(t)- |Rt| u(Rt, Rx)

Rt<Rx Rt<Rzx
Logo,
IR IR
f(z) = 9(t) - o - u(Rt, Re) 9t) oy - M, Ra)
PO = 2 90 Ear L
| |Ri|-|Raf
= g(t) - s — - u(Rt, Rx) g(t - K(t,x)
290 (Rl TRl i = 5 00 g
Lo~ o) B kg (1) - lanna(z)| - K(t.2)
= — ,T) = — g(t) - |lanng(z)| - K(t,x
‘R’ tERx ’R ’ ‘R’ teRx
g(t
- 2 90K
(2) = (1)
Analogamente temos:
S gtra) K (re,z) = = 3 g(t) |A| K (t, 2)
T
|R| reR |R| tERx
LS o) JLanna(@) K (o) = 5 o) 1B g0
1Rl &R, |R| teRx | Rz| ’
IR IRt
= 9t) - o - (Rt Rr) g(t — - u(Rt, Rx)

Considerando novamente as fungoes a e f3,

= Y g(t)-|Rt|u(Rt,Rx) = > «a(Rt)u(Rt, Rx)

Rt<Rx Rt<Rzx

aplicando a inversao de Mébius, ficamos com:

g(z) - |Rz| =a(Rx)= Y  B(Rt)= > [f(t) |R

Rt<Rz Rt<Rzx
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Logo,

R 1
= 2 f) Rz| — |R| 2 f(rz)

Rt<Rzx reR

]

Corolario 4.11. X e A sao aplicagoes lineares inversas, ou seja, (3o A)(f) = f e

(AoX)(f) = f.

Demonstragdo. Seja g = Xf € F(izM), pelo teorema 4.10 f = A(Xf) = (Ao X)(f).
Analogamente seja g = Af € F(pM), pelo teorema 4.10 f = S(Af) = (X o A)(f).

m
Proposigao 4.12. Tomando ;M = R" como R-méddulo esquerdo temos:
Ew,(gzn =wy e Awy = wézzn
Demonstracdo. Para qualquer x € R",
1 n
Sl (1) = 1o 3wl () = 3w (1) lann()
’ | reR ’ | teRx
> who(rz) = [{ilm(Re) # {0}}] (por 4.9)
’R |r€R
= [ilmi(z) #{0}} = wr (x)
Pelo teorema 4.11 temos,
A(Sujl,)(#) = Awg(a) & wip, (1) = Awg(x), Vo e R
O

Proposicao 4.13. Seja C um R-cédigo de comprimento n e f € F(R",R). Uma

aplicagao R-linear ¢ : C'— R™ é uma f-isometria se e sé se é uma (X f)-isometria.

Demonstragdo. Suponhamos que ¢ é uma f-isometria, entdo fip = f Logo,

\erf \erf

reR reR

(Xf)p

= X Felre) = (3o

reR

=(Xf)(c), Vcel
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Por isso ¢ é também uma (X f)-isometria.

Suponhamos agora que ¢ é uma (X f)-isometria, entao (Xf)p = X f. Pelos cédlculos
anteriores também temos Lf = (Xf)p = 3(fg). Assim, pelo corolario 4.11 temos,
[ =(AcX)(f) =AE(fe)) = (AoX)(fp) = fe. Logo ¢ é também uma f-isometria. [

A proxima proposi¢ao da-nos entao o resultado final que pretendiamos com esta sec¢ao.

Proposicao 4.14. Seja ¢ : C' — R™ uma aplicacdo R-linear a esquerda, entao ¢ é uma

isometria homogénea injetiva, se e s6 se € uma isometria de Hamming.

Demonstragcao. Comecemos por supor que ¢ é uma isometria de Hamming, ou seja,
uma wy-isometria. Como wy = Ywy,, ., pela proposicao 4.13 temos que ¢ é também
uma wy,, -isometria, logo uma isometria homogénea. Falta apenas ver que é injetiva,

mas uma isometria de Hamming é sempre injetiva porque,

ker(p) = {c € Clp(c) = 0}
= {c € Clwn(c) = wu(p(c)) = wu(0) = 0}
= {0}

Reciprocamente, suponhamos que ¢ ¢ uma isometria homogénea injetiva, logo ¢ também

uma (Xwj,, )-isometria e por isso, uma isometria de Hamming, novamente por 4.13. [

4.3 Uma Demonstracao Combinatdria
Podemos agora, finalmente provar a versao do teorema da extensao para pesos ho-
mogéneos e sobre anéis de Frobenius.

Teorema 4.15. Seja R um anel finito de Frobenius, C' um R-cédigo de comprimento n
ep:C — R" uma aplicagao R-linear a esquerda injetiva, entdao as sequintes condig¢oes

sao equivalentes:
1. ¢ é uma isometria homogénea;
2. @ € a restrigio de uma transformag¢ao monomial de R"™.

Demonstragcao. Comecemos por ver que Rz ~ Rxu, onde u € R*. Para isso considere-

se 0 homomorfismo de moédulos:

f: Rr — Rxu



FCUP | 43
Teorema da Extensao de MacWilliams

rTT — TITU

Esta aplicagao tem um homomorfismo inverso que é

f': Reu — Rax

rou — reun”

Logo f é um isomorfismo e por isso Rr ~ Rxu. Mas entao se estes dois médulos sao
isomorfos, tém a mesma estrutura e portanto u(0, Rx) = u(0, Rxu) e |R*z| = |R*zul
Assim, temos

p(O.Re) 0, Rew)
|R*x| | R*zul

whom<x) =1- = whom(zu)

Suponhamos entao que ¢ é a restricao de uma transformacdo monomial esquerda, ou
seja, 3T : R" — R" definida por T'(z1,- -+ ,2n) = (To@)U1, =+, Tom)Un) Onde uy, -, u,
sao unidades de R. Queremos ver se T' é uma isometria homogénea, ou seja, se preserva
o peso homogéneo. Se isso se verificar entao ¢ também preservara o peso homogéneo,

porque ¢é uma restricao de 7" e como tal é uma isometria homogénea. Seja entdo,

wZom(T(‘rh T 7$n>) = waLLom(xU(l)ula T 7xa(n)un)

=Y Whom(To)1) = D Whom(To1))
=1

i=1

n
== th0m<xi) == wZom<x17 T wrn)
=1

Logo T é uma isometria homogénea e ¢ também.

Suponhamos agora que ¢ é uma isometria homogénea e seja D := ¢(C). Supomos
também que C' nao possui coordenadas nulas, logo pelo lema 4.9 podemos concluir que

D também nao possui.

Escolhemos entao uma coordenada i € {1,---,n} tal que {¢ € C|m;(c) # 0} tenha
cardinalidade minima e denotamos C; := C' N ker(m;). O novo cédigo C; é o submodulo
de C que contém todos os elementos do cédigo C' que tém entrada nula na coordenada
i, como tal C; possui a i-ésima coordenada nula. Logo, novamente pelo lema 4.9, ¢(C})
possui também uma coordenada nula, digamos j. Definimos D; := D N ker(r;), temos
entdo, ¢(C;) C Dy, pois x € p(C;) = x € (C) A7;(z) =0, ou seja, z € D;.

Suponhamos agora que p(C;) C D;, logo C; € ¢~ (D;), onde ¢~ (D;) é a pré-imagem

de D; por ¢. Entao como ¢(p~'(D;)) = D; e D; tem a j-ésima coordenada nula, também
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¢ 1(D;) tem pelo menos uma coordenada nula, digamos k, que ndo ¢ i uma vez que
supusemos que C; # ¢~ '(D;). Mas, como i foi escolhido de forma a {c¢ € C|m;(c) # 0}
ter cardinalidade minima, entdo C; é maximal no conjunto {C; : i = 1,--- ,n}. No
entanto, ¢~ (D;) contém C; e estd contido em Cj, o que é um absurdo. Assim, podemos
concluir que ¢(C;) = D;. Aplicando agora o teorema do isomorfismo as restricoes dos

homomorfismos 7; e 7; a C' e a D, respetivamente, temos,

p
~

7 (C) ~ gj ~ 7;(D)

Qla

Em que o isomorfismo ¢ : 7;(C') — 7;(D) é dado por

P(mi(c)) = mi(e(c), Ve e C

[GEELEN i (C)

o

D" (D)

Relembremos que pR ¢ injetivo porque ¢ de Frobenius. Assim, temos, m;(C') ideal de R,
o; : m(C) — R, a inclusao de m;(C) em R e f : m(C) — R, tal que f = o; 01, onde
o; € a inclusao de 7;(C) em R. Logo, tendo em conta que f é um monorfismo pois é a
composicao de dois monorfismos, pelo lema 3.7 existe um automorfismo h : R — R tal

que hoo; = f = o0j071.

mi(C) 7 rR

SN

rR
Pela nota 3.8 temos que existe u € R* tal que h(r) = ru,Vr € R. Ou seja, Ve € C:

mi(c)u = h(ai(mi(c))) = o;(d(mi(c))) = m;(p(c)).

Considerando agora os codigos C’" e D’ que resultam de C' e D apds se "retirar”a i-ésima
e a j-ésima coordenada, respetivamente, e notando que ¢ induz uma isometria homogénea
entre os codigos resultantes. Podemos aplicar novamente o mesmo raciocinio e continuar
assim até se esgotarem as coordenadas, obtendo assim um conjunto {u,---,u,} de
unidades de R e uma permutacao de S, p, tal que o(c;, -+, ¢n) = (Coaytia, -+, Com)Un),

que é claramente uma restricdo de uma transformagao monomial.
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Se C' possuir coordenadas nulas, entdao D = ¢(C') possui o mesmo nimero de co-
ordenadas nulas pelo lema 4.9. Podemos entao retirar as coordenadas nulas a ambos
os codigos, obtendo os codigos C’ e D’ de comprimento m < n. Notando novamente
que @ induz uma isometria homogénea, ¢’, entre estes dois codigos, pelo que acaba-
mos de ver existe um conjunto {uq,---,u,,} de unidades de R e p € S, tais que
@' (Chyr s 0m) = (s Cytim)- Logo se i-ésima coordenada de C' ¢ ndo nula,
entdo seja j a coordenada de C' que lhe corresponde, temos m;(¢(c)) = m;(¢’). Se i for

uma coordenada nula m;(¢(c)) =. Assim, ¢ continua a ser a restrigio de uma trans-

formac¢ao monomial. O]

Temos entao finalmente,

Teorema 4.16. Seja R um anel de Frobenius finito, C < R™ um R-cddigo e p : C'— R"
um homomorfismo linear esquerdo que preserva o peso de Hamming. Entao ¢ pode ser

estendido a uma transformacdo monomial esquerda de R™.

Demonstragao. Um homomorfismo R-linear a esquerda que preserva o peso de Ham-
ming ¢ uma isometria de Hamming, que por 4.14 ¢ uma isometria homogénea injetiva.
Logo, pelo teorema 4.15 é restricao de uma transformacao linear.

Da mesma forma podemos ver que o reciproco se verifica. Ou seja, se um homomorfismo
R-linear a esquerda que preserva os pesos, ¢, for restricao de uma tranformagdo monomial,
entao por 4.15 ¢ é uma isometria homogénea e por 4.14 é uma isometria de Hamming,

ou seja preserva o peso de Hamming. O

4.4 Uma Demonstracao Algébrica

Utilizando agora os resultados vistos no capitulo 3 e fazendo uso de algumas propriedades
do dual do codigo C', podemos novamente demonstrar o teorema de extensao para anéis

de Frobenius.

Teorema 4.17. Seja R um anel de Frobenius finito, C < R"™ um R-cdédigo direito e
@ : C'— R™ um homomorfismo R-linear direito que preserva o peso de Hamming. Entao

@ pode ser estendido a uma transformacdo monomial de R".

Demonstragao. Seja p: C — R™ a inclusao de C' em R" e A : C' — R" definida por
A = fou. Considere-se os elementos do dual de C', Ay, -+, Ay, i1, -+, pon € Hompg(C, R)
tais que \;(z) = m(A(2)) e wi(z) = m(p(z)), Vo € C.
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Como ¢ preserva o peso de Hamming vamos ter,
wi (M) = wy(p o p(z)) = wy(u(z)).

Assim, pela proposicao 1.8 temos agora

S5 (@) = |B] - (0 — wi(Az)))

=l reR

= [R] - (n —wr(u(2)) =D > w(p(z)), Vzel
i=lyeR
Como R é um anel de Frobenius possui um caractere gerador, y, logo podemos reescrever

a equacao anterior da seguinte formas:

Xn:ZXSOAFXn:ZX’"om (4.3)

i=1s€R j=1reR

Note-se que x*o\; e X" o i; sao homomorfismos de C' em C*, ou seja, sao caracteres de C,
Vs,r € R,i,j =1,--- ,n. Além disso, relembrando que Homg(C, R) é um R-médulo, o
conjunto {Rf : Homg(C, R)} dos submddulos ciclicos de Hompg(C, R) é um c.p.o para a
inclusdo. Logo, de forma andloga ao lema 4.3, seja f € Homg(C,R), R*f = {rf : r € R*}
¢é o conjunto de todos os geradores de Rf.

Considere-se ainda S = {1, -+, Ay, i1, - , lin} subconjunto de Homg(C, R) e esco-
lhamos um elemento maximal de S relativamente a ordem parcial de { Rf : Homg(C, R)},

digamos, sem perda de generalidade, A\;. Pela proposicao 1.7 os caracteres de C' sao line-

armente independentes. Ou seja, sejam 2q,--- , 2, € C*emy, -+ , 7, € C distintos, tais
que 211 (z) + -+ + zpmTm(x) = 0,V € C, entdo z; = -+ = z,, = 0. Mas pela equagao
4.3 temos

Zzl'XsO)\i_Zzl‘XtOM:O

i=1sER j=1tcR

Logo, os caracteres nao podem ser todos distintos e por isso 3t € R e p; tais que

X' oAl = X' 0 lor) & X 0 A1 = X Oty

com j = o(1).

Pela proposi¢ao 3.12 temos que a aplicacao f : Hompg(M,R) — M , dada por
f(A) = x oA é um homomorfismo injetivo de grupos abelianos. Ou seja A\; = tfiy(1).
Mas entao RA\; < Rpis1), logo, como A; € maximal, isso significa que RA; = Ry (1), ou

seja, du; € R* 1 Ay = Ui flo(1)-
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Vamos ter entao

doXToM =D X ouony = D XM 0ty = D X' 0 o)
SER seER seER teR

a ultima igualdade deve-se apenas a uma reindexacao dos indices, que é possivel pois u
¢ uma unidade.

Podemos entao reduzir o tamanho das somas exteriores de cada um dos membros de
4.3 em 1. Procedendo de igual forma até se esgotarem os elementos de S em 4.3 obtemos
uma permutagao o € S, e unidades uy,--- ,u, € R* tais que A\; = u;l,(;). Relembrando

que i é a funcao identidade, ficamos finalmente com

(@1, mn) = () = p(u(@) = Az) = (M(2), -+, Aa(2))
= (ulua(l)<x)> T aunﬂo(n)<x)) = (ulxo(l)a T 7un$o(n))

Logo, f é restricao de uma transformacao monomial direita. m
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Capitulo 5

Notas Finais

Depois de feitas duas demonstragoes do Teorema da Extensdo de MacWilliams sobre
anéis de Frobenius, a primeira usando uma abordagem combinatoria e a segunda uma
abordagem algébrica, que se encontram nos subcapitulos 4.3 e 4.4, respetivamente, ¢é
normal que o leitor se questione se é possivel que o Teorema da Extensao seja valido para
uma classe maior de anéis, como por exemplo para anéis Quase-Frobenius. Porém, repare-
se que a ciclicidade do socle do anel foi indispensavel para a demonstragao combinatoria
do teorema. Além disso, apesar de nao ter sido exposto nesta dissertacao, o leitor pode
consultar a demonstragdo do teorema 3.4 em [15] e concluir que o teorema nao é vélido
para anéis Quase-Frobenius.

De forma a tentar responder a esta questdo, no artigo de M. Greferath e de S. Sch-
midt, [4], no qual se baseou a demonstra¢ao combinatéria do teorema, é apresentado um
exemplo de um anel quase Frobenius para o qual o Teorema da Extensao nao é valido.
Mais tarde J. Wood, depois de publicar "Duality for modules over finite rings and ap-
plication on coding theory”, [15], artigo no qual se baseou a demonstragao algébrica do
Teorema da Extensao, publicou ainda um outro artigo, [16]. Neste demonstra que se R
¢ um anel finito para o qual o Teorema da Extensao de MacWilliams é valido, entao
este tem necessariamente de ser de Frobenius. Demonstracao esta que se baseia numa
outra que é apresentada em um artigo de Hai Q. Dinh e S. R. Lépez-Permouth, [2], onde
é demonstrado o mesmo resultado. Fica assim encerrada a questao de para que anéis
finitos é valido o Teorema da Extensao de MacWilliams.

Resta apenas saber se o Teorema da Extensao de MacWilliams é valido para anéis
infinitos e se sim para que classe destes anéis. Para dar resposta a esta ultima questao
F. M. Schneider e J. Zumbrigel publicaram um artigo no ano passado, em 2017, com
o titulo "MacWilliams’ Extension Theorem for Infinite Rings”, [12], que convidamos o

leitor interessado a ler.
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Anexo A

Anexo

A.1 Teorema de Bass

A.1.1 O radical de um anel

De forma a provar o Teorema de de Bass enunciado no capitulo 1 vamos primeiro enun-
ciar alguns resultados sobre o radical de um anel e sobre os submédulos de um modulo

quociente.

Lema A.1. Seja R um anel, as sequintes afirmacgoes sao equivalentes:
1. y € rad(R).
2. 1 —xy é invertivel para qualquer x € R.

Demonstragdo. Ver [6, Lemma 4.3]. O

Proposicao A.2. Seja R um anel, M um R-mddulo esquerdo e N < M. Entao existe
uma bijecao entre o conjunto dos submddulos do médulo quociente M/N e o conjunto

dos submodulos de M que contém N.

Demonstragdo. Seja # : M — M/N o homomorfismo canénico, definido por
w(m) = m+ N,Ym € M. A bijegdo do enunciado é a fun¢do que envia um submédulo
de M que contém N, L, em 7(L).

Dado qualquer submédulo L de M que contém N, podemos identificar L/N com o
subconjunto m(L) := {m + N : m € L}. Pelas propriedades dos homomorfismos temos
que (L) é um submoédulo de M/N. Seja agora X submoddulo de M /N, novamente pelas
propriedades dos homomorfismos, 77'(X) = {m € M : m + N € X} é um submédulo
de M. Este submédulo contém N uma vez que N = ker(w). Logo a bijecdo estd bem

definida e falta apenas ver que é de facto bijetiva.

23
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Como 7 é um homomorfismo sobrejetivo temos que para qualquer X submodulo de
M/N, n(m~ (X)) = X, logo a bijecao ¢ sobrejetiva.

Sejam agora Li,ls < M que contém N tais que 7(L;) = m(Ls), entdo para qualquer
x € Ly existe y € Ly tal que x + N =y + N, ou seja, © = y +n,n € N. Como n também
pertence a Lo temos que x € Lo, logo L1 C Ls. Analogamente obtemos também que

Lo C Ly. Assim L; = Ly e a nossa bijecao é também injetiva. O
Um anel R diz-se Jacobson semisimples (ou J-semisimples) se rad(pR) = {0}.
Teorema A.3. Seja R um anel, as sequintes condi¢oes sao equivalentes:
e 1R € semisimples;
e R ¢é J-semisimples e artiniano da esquerda.
Demonstragdo. Ver [6, Theorem 4.14]. O

Proposicao A.4. Seja R um anel. Se R € artiniano a esquerda (resp. d direita), entdo

R/rad(R) é artiniano d esquerda (resp. a direita).
Demonstragdo. Ver [6, Proposition 1.20]. ]

Lema A.5. Seja R um anel e I < R ideal bilateral tal que I C rad(R), entdo

rad(R/I) =rad(R)/1

Demonstragdo. Ver [11, Proposition 2.517]. O
Corolario A.6. Seja R um anel, entio R/rad(R) é J-semisimples.

Demonstragdo. O rad(R) é um ideal de R, logo pelo lema A.5
rad(R/rad(R)) = rad(R)/rad(R) = {0}.
Assim dado R qualquer anel, R/rad(R) é J-semisimples. ]

Corolario A.7. Seja R um anel artiniano a esquerda, entao R/rad(R) é semisimples.

Demonstragdo. Pela proposicdo A.4 se R é artiniano a esquerda, entdao R/rad(R)
também ¢é artiniano 4 esquerda. Pelo corolario A.6 R/rad(R) ¢ J-semisimples. Final-

mente, pelo teorema A.3 temos que R/rad(R) é semisimples. ]
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Nota A.8. Num anel unitirio, R, todo o ideal proprio, I < R estd contido num ideal
mazimal ([11, pdg. 9]).

Lema A.9. Seja R um anel finito, L < R ideal esquerdo tal que R = L + rad(R), entdo
R=1L.

Demonstragao. Seja R um anel finito e L < R ideal esquerdo nas condigoes do enunci-
ado. Suponhamos que L # R, como R é unitario, L tem de estar contido num ideal
proprio maximal J, pela nota A.8. Por definicdo de rad(R), rad(R) < J, e entdo
L +rad(R) < J < R. Absurdo! Logo L = R. O

Nota A.10. Se R = Ra+ L+ rad(R), para a € R e L < R esquerdo, podemos concluir
que R = Ra+ L.

A.1.2 Demonstracao do Teorema de Bass

Vamos agora comecar a demonstrar o Teorema de Bass. Iremos dividir a sua demons-
tracao em varios lemas e corolarios e se a condicao do Teorema de Bass for valida para

um dado anel R dizemos que o Teorema ¢ valido para esse anel.

Proposicao A.11. Seja R um anel. FEntio u € R é uma unidade do anel se e so se

u+ rad(R) é uma unidade do anel quociente R/rad(R).

Demonstragdo. Sejam u € R* e u = u + rad(R). Supondo que u é uma unidade do

anel Jv € R : uv = 1 = vu. Assim, seja U = v + rad(R), vamos ter
u-U=(u+rad(R))(v+rad(R)) =1+rad(R) = (v+rad(R))(u+rad(R)) =7 -u.

Logo @ ¢ uma unidade de R/rad(R).
Reciprocamente, suponhamos que @ = u+rad(R) é uma unidade de R/rad(R). Entao
30 = v+ rad(R) € R/rad(R) tal que

u-T=uv+rad(R)=1+rad(R) =vv+rad(R) =7-u.

Assim, 1 —uv € rad(R) e 1 —vu € rad(R).
Mas entao, pelo lema A.1 os elementos 1 — (1 —uv) e 1 — (1 — vu) sdo invertiveis. Ou

seja, os elementos uv e vu sao invertiveis. Logo, dJw,z € R :

wuv =1 = uwvw A zou = 1 = vuz.
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Ou seja, u tem inverso esquerdo zv e inverso direito vw. Facilmente se verifica que
20 = vw:

ZUV = 2V - uvw = Zou - vw = vw.

Logo, u é unidade de R. [

Lema A.12. O Teorema de Bass ¢ valido para um anel R se e so se é valido para

R/rad(R).

Demonstragcdo. Suponhamos que o Teorema ¢ valido para um anel R e note-se que
qualquer ideal esquerdo de R/rad(R) é da forma L/rad(R) pela proposicao A.2, onde
L é ideal esquerdo de R que contém rad(R). Seja entdo @ = a + rad(R) € R/rad(R) e
L/rad(R) < R/rad(R) esquerdo, tais que R/rad(R) = (R/rad(R))a + L/rad(R). Logo
R = Ra+ L+ rad(R) e pelo lema A.9 R = Ra + L, e por hipétese Ju € R* : u=a +1,
com | € L. Pela proposicao A.11, & = u + rad(R) ¢ uma unidade de R/rad(R) e
u+rad(R) = a+l+rad(R) = a+rad(R)+1+rad(R), ou seja, u+rad(R) € a+L/rad(R).
Logo o Teorema de Bass também é vélido para R/rad(R).

Reciprocamente, suponhamos que ¢é valido o Teorema de Bass em R/rad(R). Seja

a € Re L < R ideal esquerdo tal que R = Ra + L, entao
R/rad(R) = (R/rad(R))a + L/rad(R).

Onde @ = a+ rad(R). Novamente, por hipétese, Ju = u+rad(R) € (R/rad(R))" tal que
u=a+ L/rad(R). Pela proposicao A.11 v € R*. Além dissou =a+1+r, paral € L e

r € rad(R). Mas como u é unidade, Jv € R : uv = 1 = vu. Temos entao,
l=vu=va+vl+vr & 1—vr=uva-+uvl

Pelo lema A.1 1 — vr é invertivel, logo, u(1 — vr) = a + [ é também invertivel porque R*

¢é fechado para a multiplicacdo. Logo o Teorema de Bass é vélido para R. O

Lema A.13. Seja R = A x B um produto de anéis. Se o Teorema de Bass é vdlido em

A e em B, entao € vdlido em R.

Demonstragdo. Suponhamos entao que o Teorema de Bass é valido para dois anéis A
e B. Considere-se R = A x B, e os elementos a = (1,0) e b = (0,1). Um ideal esquerdo
de R é da forma L = Lja+ Lgb, onde L4 ¢é ideal esquerdo de A e Lp é ideal esquerdo de
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B. Seja, entao oo = (a1, a9) € R e L < R ideal esquerdo tais que R = Ra + L. Temos,
R=AxB= (AOél +LA,BOC2+LB),

ou seja, A = Aoy + Ly e B = Bay + Lg. Mas, por hipétese Juy € A* : uqg € ay + Ly e
Jup € B* :ug € ap + Lp. Assim (ua,up) € R* e (ua,up) € a+ L. Logo o Teorema de
Bass ¢ valido para R. O

Para demonstrar o préximo lema essencial para a demonstracao do Teorema de Bass

vamos ainda necessitar do seguinte resultado:

Lema A.14. Seja R = End(Vp), onde V' é um espago vetorial de dimensao finita sobre

D. Considere-se I < R ideal esquerdo e W <V | e defina-se o0s sequintes conjuntos
ann(W) :={re R:rW =0} eann(l) :=={v € V : v = 0}.

Entao
ann(ann(l)) = 1.

Demonstragdo. Ver [8, Ex. 11.15]. O

Lema A.15. O Teorema de Bass é vdlido para qualquer anel de matrizes M, (D), onde

D ¢ um anel de divisao.

Demonstragdo. Scja A = M, (D) onde D é um anel de divisao, entao A = End(V),
onde V' é um espago vetorial de dimensao n sobre D. Considere-se B < A, ideal es-
querdo, entdao W = {v € V : Bv =0} é um subespaco de V. Assim, pelo lema A.14,
B=ann,(W):={fe€A: f(w)=0,Yw e W}.

Seja entdo g € A tal que A = Ag + B, temos que g|y é um isomorfismo, pois W é
finito e se g(w) = 0, para w € W, entao seja b € Ber € R: 1 = rg+ b, ficamos com
w = (rg+bw = blw) = 0.

Considere-se agora f € A um D-automorfismo que restringido a W ¢é igual a g, ou seja
f(w) = g(w),Yw € W. Entao, claramente, f — g € ann(W) = B, ou seja, f € g + B.
Logo o Teorema de Bass é valido em A.

Falta apenas ver que de facto existe tal automorfismo f. Como g restringido a W é
um isomorfismo, W e g(WW') sdo subespacos de V' isomorfos, logo tém a mesma dimensao.
Sejam entao U e U' <V taisque U W =V e U & g(W) =V. Sejam by, - ,b,, uma

base de U e ¢y, - , ¢, uma base de U’, podemos definir o isomorfismo:

h:U—=U
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ijCj

Assim, basta considerarmos f : V' — V como sendo o automorfismo que envia elementos
de W em g(W), elementos de U em h(u). Ou seja, como os elementos de v € V| podem ser

escritos de forma tinica como v = w+u, para w € W,u € U, f(w+u) = g(w)+h(u). O
Corolario A.16. O Teorema de Bass € valido para qualquer anel semisimples.

Demonstragdo. Se R é um anel semisimples entao
R = M,,(Dy) x ---x M, (D)

para Dq,---, D, anéis de divisdo. Assim, como o Teorema de Bass e é valido em cada
um dos anéis de matrizes da decomposicao de R pelo lema A.15 e pelo lema A.13 é valido

para o produto deles, ou seja, para R. O]
Vamos entao finalizar a demonstracao.

Demonstragdo Teorema de Bass. Como R é artiniano, R/rad(R) é semisimples,
logo o Teorema é vélido, mas entao pelo lema A.12, o Teorema de Bass também é valido
para R. O

Nota A.17. Seja R um anel finito, a € R e B < R ideal direito, tais que, R = aR + B.
Entao considere-se o anel oposto RP, ou seja, o anel R com a operacao -,, tal que
Va,y € R?, x-oy =y-x. Temos R? = RPa+ B, onde B < R ¢ ideal esquerdo. Logo,
Jue RP :u=a+b,be B.

Mas como u é unidade, 3v € RP* w0, v =1 =0 -, u, ou seja, v-u=1=u-v, logo
também é unidade em R.

Assim se o Teorema de Bass € vdlido para um anel em R, entdo também a sua versdo

para ideais direitos € vdlida.

A.2 Mdbdulos

Neste subcapitulo vao ser demonstrados alguns dos resultados que foram apresentados
no capitulo 1 referentes a médulos. Estes resultados s@o o lema 1.1, o lema 1.5 e o lema

1.4.

Lema A.18. Seja M um mddulo esquerdo finito semisimples. Entao qualquer submddulo

N de M tem um complemento direto em M.
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Demonstracdo. Seja M um moédulo esquerdo semisimples e N um seu submoédulo. Pode-
mos escolher um outro submédulo V' de M maximal em relacao a condicdo NNV = {0}.

Note-se que este submodulo maximal existe de facto porque M é finito. Se V; satisfaz
N NV; = {0}, mas ndo é maximal em relagdo a esta propriedade, entdo existe um V5
que contém V; e satisfaz também N NV, = {0}. Se V5 ndo for maximal, entdo podemos
repetir o raciocinio, obtendo uma cadeia V; C V5 C ... de submddulos V; que satisfazem
NNV, ={0}. No entanto, este processo tem de parar porque M é finito. Logo existe de
facto um submédulo V' que é maximal relativamente a condi¢ao N NV = {0}.

Seja agora S um submddulo simples de M. Se (V + S) N N = {0} entdo pela ma-
ximalidade de V, V + S5 =V, ou seja, S C V. Se (V + S5)N N # {0} entao existe
0O#ze(V+S)NNeveV,se S taisquex=v+s. Como NNV = {0}, s # 0 temos
s=x—v €V 4+ U e consequentemente S = Rs CV 4+ U.

Como M ¢é semisimples, M = Soc(M), ou seja, M é soma de submbdulos simples.
Como acabamos de ver que todo o submoddulo simples de M esta contido em N + V

podemos concluir assim que N +V = M. O]

Lema A.19. Seja M um mdédulo esquerdo finito tal que soc(M) € ciclico e ndo nulo.

Entao qualquer submddulo de soc(M) € ciclico.

Demonstragao. Por hipdtese Soc(M) = Rz para um elemento x € Soc(M).

Seja N um submoddulo de Soc(M), entao pelo Lema A.18 existe um complemento direto
V em Soc(M) tal que N &V = Soc(M) = Rx. Logo © € N + V e existem elementos
ye NezeVtaisquex =y+ 2 Como N C Rz, para qualquer n € N existe um r € R
tal que

n=rr=ry+rz=n—ry=rzec NNV ={0}.

Logo, n = ry, ou seja N = Ry e por isso N ¢ ciclico. O

Lema A.20. Seja R um anel injetivo d esquerda, entao para qualquer a € R temos
r.anng(l.anng(a)) = aR

Demonstragdo. Sejax € l.anng(a) er € R, entdao z-ar = 0. Logo ar € r.anng(l.anng(a)).
Logo aR C r.anng(l.anng(a)).

Reciprocamente, seja « € r.anng(l.anng(a)), definimos o homomorfismo

f: Ra— Rx

ra—nrx
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Temos que verificar se f estd bem definido. Seja r,7" € R : ra = r'a, entdo (r —r’')a = 0,
ou seja, r — ' € Lanng(a).

Mas como z € r.anng(l.anng(a)), (r —r')x = 0 & re = r'z, ou seja, f(ra) = f(r'a).
Assim, f estda bem definida e é claramente um homomorfismo de R-médulos & esquerda.

Agora, pela injectividade de R, temos que existe [ : R — R tal que f'(ra) = f(ra) = rx.

{0} Ra —— R

ondei: Ra — Rei : Rr — Rsao afuncdo identidade restrita a Ra e Rz, respetivamente.
Em particular temos z = f'(a) = af’(1), logo, x € aR. Ousejar.anng(l.anng(a)) C aR.

E, finalmente r.anng(l.anng(a)) = aR. O

Lema A.21. Seja L um reticulado, se L € modular, entao é semimodular.

Demonstragao. Seja entao L um reticulado modular e a,b € L. Comecemos por notar

que em qualquer reticulado temos
aN(aVb)=a=aV(aAD)

Suponhamos entao que a e b sao coberturas de a A b, queremos mostrar que isso implica
que a V b seja cobertura de a e b.

Sejaentdao c € L :a < c<aVb, entdo
anNb<cANb<(aVD)Ab=b
Mas como b é cobertura de a A b temos de ter
aNb=cANboucAb=0b
Se tivermos a Ab=cAb, por a < c < aV b temos
avVb<cvb<aVvVbVb=aVbd
Logo ¢V b=aVbe temos entao,

L modular
=" aV/(

c=cAN(cVvb)=cA(aVD) cAb)=aV(aNb)=a

Suponhamos agora que a condi¢ao que se verifica é a segunda, ou seja, ¢ A b= 0. Mas
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entao b < ¢, mas de cima temos que a < ¢, logo a Vb < ¢. Mas, como também ¢ < a V b,
entao a Vb = c e por isso a V b é cobertura de a.
Analogamente se vé que a V b é cobertura de b.

Logo, L é semimodular. O

A.3 Caracteres

Dos resultados apresentados sobre caracteres no capitulo Noc¢oes Bésicas, vamos apenas

demonstrar um, o lema 1.6.
Lema A.22. Seja G um grupo abeliano e G o seu grupo de caracteres, entio |G| = ‘G‘

Demonstragao. De forma a simplificar a demonstragao vamos comecar por demonstrar

primeiro as duas seguintes proposicoes:

—

(1) Sejam G e H grupos, entao GxH~GxH

(2) Seja G = (x) um grupo ciclico de ordem n, entao

~

n=|G|=|G|.

(1) Considere-se os homomorfismos de grupos f; : G - G x He fo : H - G x H,
definidos por fi(9) = (9,1m),Vg € G e fao(h) = (1g,h),Yh € H, onde 1y e 1g sdo os
elementos neutros de H e G respetivamente.

Podemos entao definir a seguinte aplicacao:

-~

U:Gx H—Gx
= (po fi,po fa)

Precisamos agora de mostrar que ¥ é de facto um homomorfismo de grupos e que é

bijetivo. Comegamos por ver que ¢ homomorfismo, ou seja, que YV, v € G x H temos

V() = W (p)U (1)) e que ¥ estd de facto bem definido.

U (o) (g,h) = () o fi(g), (w¥) o fo(h))
= () (f1(9)); (p¥)(fa(R))) = (0(f1(9)Y(f1(9)), p(fo(R)P(f2(h)))
= (p(f1(9)), e(f2(M)(®(f1(9)), L (f2(h))) = (¥ (@) ¥ (¥))(g, k)

(
(
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Esta bem definido pois, o f;,i = 1,2 sao homomorfismos porque resultam da composicao

de dois homomorfismo.
Vamos agora ver que é um isomorfismo.

E sobrejetiva pois sejam a € G, 3 € He Y E G x H definida por ¢(g,h) = a(g)B(h),
Y(g,h) € G x H, entdao V() = («, 5). Comegamos por ver que ¢ é de facto um homo-

morfismo de grupos,
©((g1,h1)(g2, h2)) = (g1, g2) B(hih2) = a(g1) B(h1)a(g2)B(h2)  (porque C* é abeliano)

= (g1, h1)o(g2, ha).

Falta apenas ver que («, ) é de facto imagem de ¢. VY(g,h) € G x H:

U(p)(g,h) = (e(f1(9), e(f2(R))) = (¢(g, 1), ¢(1a, h))
= (a(g), B(h)) (porque a(lg) = 1c = B(1n))

U ¢ injetiva porque se ¥(p) = (15,15), entdo

U(p)(g,h) = (0(fi(9)), ¢(fa(R))) = (1,1),Y(g,h) € G x H (A1)

A.
0(g,h) = o(9,1n) - p(1g, h) = 1
Logo, ¢ = 1573

o — o

Concluimos entdo que G x H ~ G x H

(2) Suponhamos que G = () é um grupo ciclico gerado por = de ordem n. Considere-se

o conjunto
Q={weC:w =1}={e"*:k=0,1,-- ,n—1}CC

e a aplicacao

\IJ:Qn—>é

w— v,

Onde ¥, : G — C* é definido por V¥, (2*) = w*,Vk =0,1,--- ,n — 1.

Novamente precisamos de ver que ¥ é um homomorfismo bijetivo. Comecemos por ver
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que é homomorfismo, Vk = 0,1,--- ,n — 1:
U (wiw2) (2¥) = Vo, (2%) = (0rw2)" = Wiy = Vo, (a7) T, (2¥) = T(w1) (2%) T (w2) (2")

Para vermos se ¥ esta bem definido precisamos de verificar se ¥, € G. Ou seja, que ¥,

é homomorfismo
‘Ifw<£L‘k£L‘l) — \I/w(Q}kH) — warl — wkwl — \I’w(xk)\pw(l’l)

Logo preserva a operacao e ¥, (1) = ¥, (2") = w™ = 1. Concluimos assim que ¥ esta

bem definido.

Vamos agora ver que é isomorfismo. Seja ¢ € G, entdo 1 = ¢(1) = p(z") = (p(x))".

Ou seja, ¢(z) € Q,. Logo p(z*) = (p(z))* = ¥y, (2¥), podemos entdo concluir que
U(p(x)) = Yy = @. Assim W é sobrejetiva.

Se w € ker(V), entdo ¥, = 15, ou seja, Vk = 0,1,--- ,n — 1,¥,(z") = w* = 1. Em

particular para £ = 1, ou seja, w = 1. Logo V¥ é injetiva.
Temos entao que €2, >~ @, logo n = ‘(A}‘

Falta entao provar o resultado principal. Como é sabido se G é um grupo abeliano

finito entao,

G201XCQX"'XCm

onde os C!s sdo grupos abelianos ciclicos finitos. Assim, por (1) temos
al=[alle]--[en
Por (2) temos agora

G|Cal -+ [Cu] = O] 1Cal -Gl = |G

A.4 Algebra Incidente

Relembremos que um intervalo de um c.p.o, (P, <) é um subconjunto da forma

[z,y] ={z€P:x<z2ANz<y}
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onde x,y € P sao elementos tais que z < y. Vamos denotar por Int(P) o conjunto dos
intervalos de P.

Um c.p.o é chamado de localmente finito se todos os intervalos [z, y| sdo finitos.

Podemos agora definir a Algebra Incidente A = F(Int(P),R) de P sobre o anel dos
ntmeros reais R como o conjunto das fung¢oes de Int(P) em R. A é um espago vetorial
sobre R com a adicdo usual defina por (f + ¢)(I) = f(I) + g(I) e multiplicagao escalar
definida por (Af)(I) = Af(I),VI € Int(P),YA € Re f,g € A. Para abreviar vamos usar
f(z,y) := f([x,y]) sempre que z < ye f € A.

A é ainda um anel associativo e unitario com multiplicagdo definida por

(f-9)(z,y) == > f(x,2)9(z,y), Vf.g€A

r<z<y

A funcao identidade do anel é § € A defina por §(z,z) =1 e d(x,y) = 0 para = < y.
Podemos facilmente verificar esta afirmacao, Vf € AeVr,ye P:x <y:

(f-0)zy) = > fl@,2)0(z,y) = flz,y) = > d(z,2)f(z9) = (0- f)z,y).

r<z<ly r<z<y

Ouseja, f-0=f=0d-f.

Definimos ainda a fungao zeta como ((I) = 1,VI € Int(P).

Esta funcao tem um inverso & esquerda em A que é definido recursivamente por
p(z,y) = =Ygy ta(r,2) se x < y e w(r,z) = 1. A forma como esta funcio é

definida resulta do facto de Va,y € P : x <y termos de ter u; - ( = 0. Assim,

0=0(x,y) = (- Oz, y) = > mlz,2)C(zy) = >, mlz,2)

w<z<y w<z<y

e (u-Q)(z,2) = m(r,x) = oz, x) = 1.

Analogamente, zeta admite um inverso direito definido recursivamente por
pa(,y) = — Xpccy i(z,y) se © < y e pa(r,z) = 1. A forma como esta fungao é
definida resulta do facto de Vz,y € P : x <y termos de ter ( - juo = 6. Assim,

0="0(z,y) = (C-p)(z,y) = D Clx,2)pa(z,9) = D pa(z,y)

r<z<ly r<z<ly

e (¢ o), 7) = ol @) = 3w 7) = 1.
E f4cil ver que estes dois inversos sao na verdade iguais. Logo podemos falar do inverso

da fun¢ao zeta, u = 1, ao qual chamamos Fungao de Mobius de P.

Teorema A.23 (Férmula da Inversao de Mébius ). Seja P um c.p.o localmente finito,
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tal que ¥Vt € P o conjunto {s € P : s <t} é finito e, sejam g, f : P — R duas fungaoes.

Entdo as sequinte condigoes sao equivalentes:

=Y fly), VYeeP
y<z
se e s se
Z g(y)uly,x), Yz e P.
y<z

Demonstragdo. Considere-se o espaco vetorial das funcoes de P em R, R como um
A-médulo direito. A multiplicacdo escalar deste médulo é dada por o : R x A — RP,
definida por Vf € RY, o € A:

foa:P—R

v fyaly,x

y<z

Facilmente se verifica que Vf,g € R”,a,3 € Ae x € P temos
(f+g)ea)(x) =(foa)(x)+ (goa)(z) e (folatf))(z)=(foa)x)+ (foph)(x).
Claramente temos também fod = f,Vf € RP,

=3 f(W)i(y,x) = f(z)(x,2) = f(z), VxeP.

y<z

Para verificar que R” é de facto um .A-mdédulo falta apenas ver uma tltima propriedade:

(foa)opB = fo(a-B),VfeR" a,p € A Temos assim,

((foa)op)(y) =D (foa)( =>_ > fl@) )B(z,y)

= Z f(x)a(m,z)ﬁ(z,y)ZZf(ﬂv) Y alz,2)B(z,y)
= ;f (z,y) = (f o (a-B)(y).

Podemos finalmente provar o pretendido. Na nova notacao as fungoes f e g do enun-
ciado podem ser escritas da seguinte forma: f =gopue g = fo (. O objetivo é entdao

provar que g = fo( se e s6se f = gou Temos entao

g=fo( = gop=(fol)opu=fo((-pu)=fod=f
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Reciprocamente
f=gop = fol=(gop)oC=go(pn-¢)=god=y.

[]

Note-se que no nosso caso, como estamos a trabalhar com c.p.o’s finitos, eles sao
necessariamente localmente finitos e a condigao de V¢t € P o conjunto {s € P :s <t} é
finito também se verifica. Assim, o enunciado do capitulo 4, teorema 4.1, estd também

correto.
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