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Resumo

A teoria da representacao é um dos mais versateis e abrangentes ramos da teoria de grupos,
com aplicagoes na fisica, na ciéncia dos computadores, na quimica e na maioria das areas da
matematica, incluindo combinatoria, topologia e geometria algébrica. Apds visitarmos, de
um modo nao exaustivo, os fundamentos da teoria de representacao de grupos relativamente
a espagos vectoriais sobre o corpo dos niimeros complexos, focamos a nossa atengao sobre
as ideias que estao por de tras da dualidade de Schur-Weyl, um processo que, idealizado por
I. Schur e popularizado por H. Weyl no seu livro [14], permitiu obter as representagoes
irredutiveis polinomiais do grupo infinito GL(V), o grupo das transformagoes lineares
invertiveis de um espaco vectorial de dimensao finita V', em funcdo das representagoes
irredutiveis dos diferentes grupos simétricos Sy, com k > 0.

Para conseguir isto comecamos por desenvolver, de um modo resumido, a teoria de
representacao do grupo simétrico, e depois abordaremos a dualidade de Schur-Weyl por
intermédio do Teorema do Duplo Centralizador, & semelhanga do que é feito em [13].

No tultimo capitulo da tese, apresentamos uma interpretacao combinatéria da dualidade de
Schur-Weyl, relacionando-a com caminhos aleatérios em determinados grafos, conhecidos
por grafos de representacdo associados a uma representacao dada de um grupo G. Esta

abordagem combinatéria é baseada no artigo [2], publicado recentemente.

Palavras-chave: grupo; representacao; grupo simétrico; grupo geral linear; dualidade de

Schur-Weyl; grafo; passeio aleatério; fungao geradora.
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Abstract

Group representation theory is one of the most central and far reaching branches of group
theory, with applications in Physics, Computer Science, Chemistry and most areas of
Mathematics, including combinatorics, topology and algebraic geometry. After revising,
in a self-contained fashion, the essentials of the representation theory of finite groups
over the complex numbers, we focus our attention on the ideas of Schur-Weyl duality, a
method devised by I. Schur and popularized by H. Weyl in his book [I4] to obtain the finite
dimensional irreducible polynomial representations of the infinite group GL(V') of invertible
linear transformations on the finite-dimensional vector space V', in terms of the irreducible
representations of the family of symmetric groups Sy, for k£ > 0.

To achieve this, we first develop, in a concise way, the representation theory of the symmetric
groups over the complex numbers, and then approach Schur-Weyl duality via the Double
Centralizer Theorem, in the spirit of [13].

In the last chapter of the thesis, we present an interpretation of Schur-Weyl duality in terms
of the combinatorics of random walks on certain graphs, known as the representation graphs

associated to a chosen representation of a group G. This is based on the recent paper [2].

Keywords: group; representation; symmetric group; general linear group; Schur-Weyl

duality; graph; random walk; generating function.
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Capitulo 1
Introducao

O conceito de grupo surge naturalmente no estudo das simetrias que sao encontradas nos
mais variados ramos da matematica, e nao so, tendo também diversas aplicagoes na fisica.
Exemplos de grupos conhecidos sdo os grupos das isometrias de figuras geométricas ou
o grupo das permutagoes dos elementos de um conjunto. Frequentemente, diz-se que um
grupo esta a actuar num determinado espaco, e mediante certas condigoes, dizemos que este
espaco é um modulo ou até uma representacao do grupo. A teoria da representagao foca-
se no estudo destas representagoes, que sao acgoes de grupo com propriedades adicionais,
utilizando técnicas da algebra linear.

O tema central desta tese ¢ a dualidade de Schur-Weyl. Este método, desenvolvido por
I. Schur, permite relacionar as representacoes de uma par dual de algebras (incluindo o caso
das élgebras de grupo) que se centralizam mutuamente na sua acgdo numa representagao
comum. Originalmente, I. Schur considerou a acgio diagonal do grupo geral linear GL(V)
no espaco vectorial £ = V& Por sua vez, o grupo simétrico S, também actua em E,
permutando os factores no produto tensorial. Estas duas acc¢ées comutam e de facto a
algebra que centraliza a acgao de GL(V) em E é a imagem homomorfa da algebra de
grupo de Sy determinada pela respectiva accao deste grupo (ver o Teorema . Isto
implica, por via de um resultado fundamental que designamos por Teorema do Duplo
Centralizador (ver o Teorema , que a decomposicao de E em soma de representagoes
irredutiveis para o grupo simétrico Sy, determina também a decomposi¢do de E' em soma
de representagoes irredutiveis para o grupo geral linear GL(V'). Fazendo variar o inteiro
positivo k, considerando assim globalmente as representacoes irredutiveis dos varios grupos
simétricos S, com k > 0, obtém-se um conjunto infinito de representacoes irredutiveis
de dimensao finita de GL(V), e simultaneamente uma decomposigdo do produto tensorial
E = V®* em soma de representacoes irredutiveis deste grupo, generalizando a decomposicao
conhecida de V' ® V' na soma dos espacgos dos tensores simétricos e dos tensores alternados.
O cenario descrito acima corresponde ao caso classico da dualidade de Schur-Weyl. Se

dimV = n, entdo podemos ver o grupo simétrico S, como um subgrupo de GL(V), e
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assim considerar a 4lgebra centralizadora da acgao (diagonal) de S, em V®*. Esta 4lgebra
centralizadora é designada por dlgebra das partigoes (partition algebra, em inglés) e a algebra
do grupo simétrico S pode ser vista como uma imagem homomorfa desta algebra. Temos
entao um novo par de algebras em dualidade, cujas respectivas teorias de representacao
estao relacionadas por via do Teorema do Duplo Centralizador. Pretendemos com este
exemplo ilustrar a forma como as ideias iniciais de Schur podem ser estendidas a novos pares
de algebras. Este exemplo em particular foi usado recentemente em [3] para resolver um
problema aberto em teoria de representagao combinatoria relacionado com a decomposicao
do produto tensorial de duas representagoes irredutiveis de um grupo simétrico.

No ultimo capitulo desta tese apresentamos um outro aspecto, cujo desenvolvimento é
ainda mais recente (ver [2]), da dualidade de Schur-Weyl. Trata-se de relacionar esta
dualidade com aspectos combinatorios relacionados com passeios aleatérios em grafos. Mais
especificamente, dado um grupo finito G e uma representacao complexa V' de G, podemos
formar um grafo (em geral orientado) Ry (G) cujos vértices estdo indexados as classes de
isomorfismo das representacoes irredutiveis de G e cujas arestas sao determinadas pela
decomposi¢ao de produtos tensoriais das representacoes irredutiveis de G com V. Neste
contexto, a dualidade de Schur-Weyl permite relacionar o niimero de passeios no grafo
Ryv(G) com as dimensoes das representagoes irredutiveis das algebras centralizadoras da
acao de G nas poténcias tensoriais de V. Assim, apresentamos no Capitulo |§| o artigo [2]
em que o grupo G e a representacdo V sao escolhidas de forma a que o grafo Ry (G) seja
o hipercubo, o grafo cujos vértices sdo as sequéncias binarias em {0,1}" e cuja relagao de
adjacéncia é dada pela distancia de Hamming.

A tese estd organizada da seguinte forma. No Capitulo [2] sdo introduzidas as nogoes de
accao e representacao de grupos e algebras. No caso dos grupos finitos, sao definidas
varias construgoes importantes de representacoes e é provado o Teorema de Maschke. No
Capitulo 3| é introduzida a teoria dos caracteres complexos de grupos finitos e a tabela
de caracteres. E visto que o cardcter de uma representacio complexa de um grupo finito
determina essa representagao e que o conjunto dos caracteres das representacoes irredutiveis
forma uma base ortonormada do espaco das funcdes de classe no grupo. E também
apresentada uma prova de um resultado de Burnside e Molien que diz que as poténcias
tensoriais de uma representacao fiel do grupo contém todas as representacoes irredutiveis
desse grupo. Este resultado é aplicado no Capitulo [6] para concluir que nesse caso o grafo
Ry (G) é conexo.

Com o intuito de apresentar a dualidade classica de Schur-Weyl entre GL(V') e os grupos
simétricos, desenvolvemos no Capitulo 4| a teoria das representagoes complexas dos grupos
simétricos. Em particular, enunciamos (sem provar) a Férmula de Frobenius, que usamos
para demonstrar a féormula hook-length que da a dimensao das respresentagoes irredutiveis

dos grupos simétricos. Finalmente, no Capitulo | fazemos uma introducao rapida a teoria



de representacao das algebras semisimpes e ao Teorema de Wedderburn, para podermos
enunciar e demonstrar o Teorema do Duplo Centralizador e explicitar a dualidade classica
de Schur-Weyl. Como referimos acima, no Capitulo |§| apresentamos o artigo [2], explorando

uma nova vertente combinatéria da dualidade de Schur-Weyl.



CAPITULO 1. INTRODUCAO



Capitulo 2
Conceitos Iniciais

Neste capitulo procuramos definir diversos conceitos relacionados com representagoes, como
por exemplo os conceitos de acgao, de modulo ou de representacao, que serao referidos
com muita frequéncia no decorrer desta tese. Este capitulo também toma como objectivo
estabelecer notagao que serd usada no decorrer da tese. Numa fase adiantada do capitulo,
procuramos provar alguns resultados basilares da teoria da representacao.

Mais detalhes sobre grupos, accoes e representacoes podem ser consultados por exemplo

em [1].

2.1 Definicoes e Resultados Iniciais

Os primeiros termos a definir sao os que foram referidos acima, mais concretamente o que

é uma acgdo, um modulo e uma representacao.

Defini¢ao 2.1. Dizemos que um semigrupo G actua (& esquerda) num conjunto X se

tivermos uma operagao binaria

o GExX =2 X
(g,2)—g-x

com as seguintes propriedades:
e Para todoo g,h € Gex € X, temos que g- (h-x) = gh-x;
e Se 0 semigrupo admite elemento neutro e entao para todo o x € X, temos que e-x = .

Nestas condig¢oes dizemos que G actua em X. Na maioria das situagoes vamos ter que G
¢ um grupo ou um anel. No caso de G ser um anel, a ac¢ao tem de ter estas propriedades
apenas para a multiplicacdo. Como exemplo do que é uma accdo, consideremos os dois

exemplos seguintes.
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Exemplo 2.1. Consideremos o grupo aditivo Z. Definimos a sequinte operagdo bindria:

IZxR—-R

(n,z) »n+x

Facilmente se verifica que esta operacdo obedece as condicoes para ser efectivamente uma

acgao.

Exemplo 2.2. Em contraste, vendo Z como um mondide multiplicativo, ou como um anel,

temos que

2 ZxR—=R

(n,z) = nx
também determina uma accao em R.
Tendo o conceito de accao em mente, podemos falar do conceito de médulo:

Defini¢ao 2.2. Um médulo (& esquerda) para um grupo G, ou um G-médulo, é um
grupo abeliano X, cuja operagao denotemos por +, tal que G actua em X com a seguinte

propriedade adicional:
e Paratodooge Gex,ye€ X, temosqueg-(x+y)=g-x+g-y.

Ao dizermos que X é um médulo de G temos sempre de dizer, ou no minimo subentender,
como é que G actua em X.
Esta defini¢do é mais comummente feita para o caso em que GG é um anel, e neste caso temos

de ter ainda a propriedade:
e Paratodoo g,h € Gex € X, temos que (g+h)-x=g-z+h-x.

Por exemplo, o grupo abeliano Z é um G-médulo para qualquer grupo G, considerando a
acgao trivial g -n = n para todoo g € Gen € Z.

Todo o anel R é um moddulo sobre si proprio se a acgao for definida pelo produto em R, i.e.,
para todo 7, s € R temos que 7 - s = rs € R. E costume usar a notacdo pR para denotar o
R-mé6dulo R com esta acgao, que é designado por R-mddulo regular (& esquerda).

Nos exemplos e consideremos R munido com a operacao aditiva usual. No primeiro
caso temos que R, mediante a accao dada, ndao é um modulo de Z, pois isto obrigaria a
n+(z+y)=n+ax+n+yparatodon € Z e x,y € R, o que é claramente falso. Ja
no segundo caso, devido ao facto da multiplicacdo em R gozar da propriedade distributiva
relativamente a adicao, temos de facto que R é um Z-moédulo.

Finalmente podemos definir uma representacao.



2.1. DEFINICOES E RESULTADOS INICIAIS 7

Definigao 2.3. Uma representacao de um grupo (ou anel) G' é um espago vectorial V', sobre

um corpo F, tal que V' é um G-mddulo com a seguinte propriedade adicional:
e Paratodooge G,veVeleT, temos que g- (A\v) = A(g-v).

Se G for um grupo, V ser uma representacao de G é o mesmo que dizer que existe um
homomorfismo de grupos p: G — GL(V'), onde GL(V') é o grupo geral linear sobre V| i.e.,
o grupo dos automorfismos lineares de V. Por outro lado, se G for um anel, esta definigdo
equivale a existir um homomorfismo de anéis p : G — End(V) onde End(V) denota o
conjunto das transformacoes lineares de V' em V.

Em ambos os casos, o homomorfismo tem de obedecer a g - v = p(g)(v), para todo o g € G
evelV.

Ao dizermos que V' é uma representacdo de GG estamos a subentender o homomorfismo p.

Em alguns contextos, pode-se chamar de representagao ao homomorfismo p.

Vejamos agora a definicao de dlgebra de grupo. Estas estruturas terao muita importancia

no decorrer desta tese.

Definicao 2.4. Sejam G um grupo e F um corpo. A &lgebra de grupo FG é um espago
vectorial que admite como base os diferente elementos de GG. Esta estrutura é um anel, onde
a operacao aditiva é herdada do espago vectorial e a operagao multiplicativa é obtida por

bilinearizacao da operacao de G.
Vamos entao ver alguns exemplos de representagoes de um grupo.

Exemplo 2.3. Seja G um grupo e V um espaco vectorial. Os exemplos sequintes sao

bastantes conhecidos, sendo alguns revisitados mais tarde.

o Seja V' um espago vectorial arbitrario. Entao V é uma representagdo de G para a
acg¢ao dada por g-v =wv, para todo o g € G ev € V; no caso em que dimV =1, esta

representacdo designa-se por representacao trivial.

o A representacdo regular passa por considerar o caso particular em que V € a dlgebra
de grupo CG, e p(g)(h) = gh, para todo g € G e h € FG;

e O grupo simétrico S,, serd muito estudado nesta tese. S, actua em C" do sequinte

modo: oe; = eq(;), onde o0 € Sy, e e; € o0 i-ésimo elemento da base candnica de C".

Usualmente abrevia-se g - v para gv e p(g)(v) para p(g)v.
Daqui em diante vamos sempre considerar G um grupo finito e V' um espaco vectorial sobre

C de dimensao finita.

Definicao 2.5. Seja G um grupo ou um anel. Sejam V e W duas representacoes de G.
Diz-se que ¢ : V. — W é um G-homomorfismo (ou um homomorfismo de G-mdédulos) se for
um homomorfismo de espagos vectoriais e p(gv) = gp(v) para todo g € Gewv € V.

Se ¢ for bijectivo, estamos perante um isomorfismo de G-médulos.
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O espago dos homomorfismos (lineares) de V' para W é denotado por Hom(V, W) (ou por
Homc(V,W)), e o dos G-homomorfismos é denotado por Homg(V,W). Se V for igual a
W, podemos utilizar a nota¢do End(V'). Analogamente usamos a notagao Endg (V') para
denotar o espaco de G-endomorfismos.

Se ¢ é um G-homomorfismo podemos facilmente ver que ker ¢ e Imyp sao invariantes por g,

para todo o g € G, isto é, para todo g € G tem-se que g - ker p C ker ¢ e g - Imp C Imgp.

Definicao 2.6. Seja V uma representacao de G. Diz-se que W é uma subrepresentacao de
V se W C V é um subespaco e W for invariante por g, para todo g € G, ie., g- W C W
para todo g € G.

Exemplo 2.4. Seja G um grupo e consideremos a representacao reqular CG. Seja x € CG.
Consideremos o conjunto CGx = {yz | y € CG} C CG. Temos entio que CGx é uma
subrepresentacio de CG, uma vez é um espaco vectorial e que para todo o g € G ey € CG

temos que
g(yz) = gyx € CGx.

Se ¢ : V. — W é um G-homomorfismo de duas representagoes V e W entao ker ¢ é uma

subrepresentacao de V' e Im¢p é uma subrepresentagao de W.

Definigao 2.7. Uma representagao V # {0} diz-se irredutivel se ndo contiver subrepresen-

tagoes proprias. Isto é, as suas Uinicas subrepresentacoes sao a propria e o espaco nulo.

Sejam V' e W representagoes relativamente a um grupo G. Como espago vectorial,
podemos falar dos espagos formados pela soma directa de ambos e pelo produto tensorial
(relativamente ao corpo C) de ambos. Aproveitamos também para definir o espago dual de
V', denotado por V*, que corresponde ao espaco das aplicagoes lineares de V' em C. Este
espacgo dual é também um espago vectorial.

Vamos entao agora definir a accao de G em cada um destes espagos. Apods definir a acgao,

podemos ver cada um destes espacos como representacoes de G.

e Fixemos u € V @ W. Como estamos numa soma directa, existem v € Ve w € W
unicos tais que u = v + w. Temos entao que gu = g(v + w) = gv + gw, para todo o
g €G.

e Sejau=v®w €V ®W. Definimos g(v ® w) := gv ® gw, para todo o g € G. Isto
é suficiente para definir como ¢ actua em V ® W, pois este conjunto é linearmente
gerado por elementos da forma v ® w com v € V e w € W e a acgao de g ¢ linear por

definicao.
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e Seja f € V*. Entao f : V — C é uma aplicacao linear. Definimos g- f := fog™!, para
todo o g € G. Sejam g,h € G. Esta definicao da accao é para forcar a propriedade
(gh) - f =g (h-f), que ndo teriamos se a definicdo da accdo fosse g - f := fog, o
que seria mais intuitivo de fazer, pois isto obrigaria a que gh = hg, o que s6 acontece
quando G é abeliano. Com a defini¢ao correcta da accao, temos que esta propriedade

implica (gh)™! = h71g™!, o que é sempre verdade.

O resultado seguinte mostra que se V' é uma representagao de um grupo (finito) G e W uma
subrepresentacao de V', entdo existe uma subrepresentacao de V que é um complemento,

como espaco vectorial, de W em V.

Proposicao 2.1. Seja V uma representacao relativamente a um grupo G e W C V uma

subrepresentacao. Entao existe W' tal que W' é subrepresentacio de V eV =W & W',

Demonstracao. Seja U C V um subespaco tal que V. =W G U. Sejaw : V — W a projeccao
de V em W relativamente a decomposicao V = W @ U. Notemos que esta projeccao nao
tem que ser um G-homomorfismo, devido ao facto de U néo ter que ser uma representagao

de G.
Seja ¢ : V. — W definido pela aplicagdo linear

o(v) Zgw g 11}
’G’ gEG

para todo o v € V. Notemos que ¢|y = Idy, pois W é uma representacao. Em particular,

Imp = W. Vejamos ainda que ¢ é um G-homomorfismo. Fixemos v € V e h € G:

o(hv) gm(g~ " hv)
i 2pD
h/g 7T /— 1
P
= he(v),

onde ¢’ € G tal que ¢! := g~'h. Notemos que fazendo g percorrar todos os elementos de
G, como h é fixo, ¢’ vai também tomar todos os valores de G.

Seja W' = ker .

Para todo v € V temos que v = (v — ¢(v)) + ¢(v), onde v — p(v) € W' e p(v) € W, e que
WNW’ = {0}. Logo encontramos uma subrepresentacao W’ de V tal que V.=WaoW'. O

Nota.
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1. A projecgao ¢ tem duas propriedades muito importantes, que sdo ¢l = Idy e Imgp =
W. A partir de agora, sempre que falamos em projeccao numa subrepresentacao W,

estaremos a referir-nos a um G-homomorfismo ¢ com estas propriedades.

2. No caso particular em que o U no inicio da demonstracao for também uma

representacao, temos que 7 ¢ um G-homomorfismo.

Corolario 2.1. Toda a representacdo de dimensdo finita de um grupo finito é soma directa

de representacoes irredutiveis.

Este corolario é um caso particular do Teorema de Maschke, pois s6 incide sobre caso
particular em que a representacao tem dimensao finita. No capitulo [5| veremos uma versao
melhorada deste resultado.

Temos entao que toda a representacao de um grupo finito se escreve como soma directa de
representacoes irredutiveis, podemos ver que esta soma é tnica a menos de isomorfismo e
da permutacao das parcelas. Para ajudar nessa prova sera necessario o seguinte lema, ao

qual recorreremos com frequéncia

Lema 2.1 (Lema de Schur). Seja G um grupo. Sejam V e W representacées irredutiveis
de G e ¢:V — W um G-homomorfismo. Entao:

1. Se ¢ # 0 entdo ¢ € um isomorfismo;

2. Se V=W entio ¢ = \Id para algum \ € C. Logo Endg(V') = C.
Demonstracao.

1. Uma vez que kerp ¢ uma subrepresentacao de V' temos que este é o espaco nulo
ou o préprio V', obrigando ¢ a ser injectiva ou a funcao nula, respectivamente. No
primeiro caso, temos entao que Img # 0, e como W é uma representacao irredutivel,

isto implica que Imy = W, o que obriga ¢ a ser um isomorfismo.

2. Se V. =W, definindo uma base de V', podemos olhar para ¢ como sendo uma matriz
de entradas em C, e assim sendo existe A € C que é valor proprio de . Notemos que
os valores proprios nao dependem da base escolhida. Se pegarmos na funcao ¢ — Ald,
que é um G-homomorfismo, como esta tem niicleo nao nulo, pela primeira parte do
lema teremos que ¢ — Ald = 0, podendo-se concluir daqui que ¢ = Ald. Isto implica
ainda que Endg(V) = C.

O

Seja k > 0. Introduz-se agora a notacdo V¥ := V @ --- @V, onde V é somado k vezes.

Convencionamos que V®° = {0}. Analogamente também se define V®* para k > 1.
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Proposicao 2.2. Seja V uma representacao de G. Entdo

V%’Vl@al@...@vk@%’

onde k > 0, Vq,..., Vi sao representacoes irredutiveis nao isomorfas duas-a-duas e a; > 0
sao as suas multiplicidades. Fsta escrita € unica a menos de isomorfismo e da permutagdo

das parcelas.

Demonstracao. Ja temos provada a existéncia de representacoes irredutiveis Uy, . .., U, tais
que V=U &---®U,. Agrupamos agora estas representacdes nas suas respectivas classes

de isomorfismo, digamos Vi, ...V}, e obtemos

VeV ... e VE%,

Logo s6 falta mostrar a unicidade desta decomposi¢ao, nos termos do enunciado.

Supomos entao que temos:

V%’Vl@“l@...@vk@akgWI@bl@...@Wg@bl

Consideremos uma representacao irredutivel V;. Paracadal < j < /el <n < b;, definimos
mjn @ Vi = W;, a projecc@o na n-ésima componente de W; & --- @ W, (somado b; vezes).
Temos entao que existem j,n tais que m;,, # 0. Para este j, gragas ao Lema de Schur, temos
que V; = Wj.

Isto prova que para o todo o 7 existe um j tal que V; = ;. Analogamente, podemos dizer
o reciproco. Logo temos que o conjunto dos V;’s é igual ao conjunto dos W;’s, a menos de

isomorfismo. Temos entao, apés um possivel reordenagao dos inteiros b;, que

VeV g...gVin 2y g... g V0%

S6 falta ver que as multiplicidades sao as mesmas, o que decorre do seguinte Lema, ja que

a; = dim¢ Homg (V;, V') = b;. O

Lema 2.2. Seja V' uma representacao de G tal que

V V169a1 D P Vk@ak’
onde k >0, Vi,..., Vi sdo representacoes irredutiveis ndo isomorfas duas-a-duas. Entao

a; = dim¢ Homg(V;, V).
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Demonstragio. Como V 2 V" @ ..., VI temos que

k
Homg(V;, V) = Home(V;, P V™)

J
Jj=1

k k
Da; ®a; ~ .
Queremos agora ver que Homg(V;, @ V;77) e @ Homg(V;, V™) sdo isomorfismos como
j=1 j=1

espacos vectoriais. Comecemos por considerar a funcao:

k k
7 : Homg(V;, @ V}@aj) — @Homg(‘/;, V;-@aj)

Jj=1 Jj=1

fr(mof,...;mof),

k
. Da; , . ~
onde, 7; : P V;@“Z — V;77 ¢é a projecgao.
i=1

1=
A inversa desta funcao m é:

k k
7 @ Homeg (V;, V™) — Home (Vi, P V™)
=1 =1
(froooos fi) = f,
onde f(x) = (fi(x),..., fr(x)), para todo o x € V;

Devido ao lema de Schur, temos que Homg(%,‘/j®aj) = 0se ¢ # j, pois V; 2 V;. Logo

k @aj ~ Da;
EBl HomG(Vi,Vj ) = HOHlG(WJG )
j=

Podemos agora ver que
Home (V;, Vi) = My, (Ende (Vi)

Para provar isto basta ver que, por um lado, dado f € Homg(V;, V;°*) podemos associar-
lhe o vector coluna (m o f,...,7q, © f)! € My,x1(Endg(V;)), onde 7, @ V2% — V; é a
projeccao na k-ésima coordenada. Reciprocamente, podemos definir uma aplicacao inversa
que atribui ao vector (fi, ..., fa,)! € My, x1(Endg(V;)) a funcio f : V; — V% definida por
) = (i), for0)),

Pelo Lema de Schur, podemos também dizer que Endg(V;) = C.

Logo dim Homg(V;, V) = dim M, «1(C) = ¢, O

Definicao 2.8. Nas condi¢oes do Lema anterior, ao nimero a;, que apenas depende da

representacao irredutivel V; e da representacao V', chamamos de multiplicidade de V; em V.

O resultado seguinte admite um corolario que é muito importante no estudo do cardcter de
uma representacao de um grupo e das suas propriedades, algo que sera feito no capitulo

seguinte.
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Proposicao 2.3. Se G é um grupo abeliano e V uma representagdo irredutivel de G entao

V' tem dimensdo 1.

Demonstracao. Seja G um grupo abeliano e V' uma representagao irredutivel. Seja g € G

um elemento genérico. A operacao induzida por g em V é dada por

plg): V=V

vV = gu.

Como G é abeliano, esta operacao é um G-homomorfismo, pois para todo o h € G temos
que p(g)(hv) = g(hv) = (gh)v = (hg)v = h(gv) = hp(g)(v).

Pelo Lema de Schur, temos entdao que p(g) = Ald, para algum A € C. Logo, todos os
elementos de G actuam em V' como uma multiplicacdo por um mesmo escalar, logo todo o
subespacgo de V' serd uma subrepresentacao de G.

Mas V' nao admite subrepresentacoes proprias nao-nulas, como tal V' tem de ter dimensao
1. O

Corolario 2.2. Seja V uma representacio de G e g € G. Entao V admite uma base de

vectores proprios para a acgdo de g.

Demonstragio. Consideremos o grupo G' = (g), o subgrupo abeliano de G gerado por g.
Como V é representacao de GG, também é de GG, onde as acg¢oes dos elementos de G’ sdo as
induzidas como elementos de G.
Como G’ é abeliano, V' pode ser escrito como soma directa de subespacos de dimensao 1, que
sao invariantes para a ac¢ao de G'. Assim cada elemento nao-nulo de um desses subespagos
¢ um vector préprio para a accao de g. Logo V admite uma base de vectores préprios para
a accao de g.

O
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Capitulo 3
Caracteres

Nesta capitulo vamos definir o conceito de cardcter de uma representacao, e ver algumas
propriedades da funcdo cardcter. Vamos ver ainda alguns resultados que utilizam esta

fungdo. Estas e outras propriedades podem ser estudadas com mais detalhe em [1] ou [g].

3.1 Caracteres: Propriedades e Aplicacoes

Sendo uma representagao V' de um grupo G um espago vectorial de dimensao finita, e vendo
g € G como um automorfismo linear do espaco vectorial, faz sentido, apods fixar uma base
de V', identificar a accao de g com uma matriz, e assim sendo podemos falar do seu trago.
Notemos que o trago de uma matriz nao depende da escolha da base. Chegamos assim ao

conceito de caracter:

Definicao 3.1. Dados uma representacao V de G e g € GG, o caracter de g relativamente a

V', denotado por Xy (g), é tr(p(g)), onde p é o homomorfismo associado a representacao V.
E comum usar a notacio glv para dizer que estamos a olhar para a ac¢ao de g em V.

Nota.

o Xy(hgh™") = Xy(g), pois Xy (hgh™") = tr(p(hgh™")) = tr(p(h)p(g)p(h™)) = tr(p(g)).
Notemos que aqui usamos a propriedade tr(AB) = tr(BA).

e Xy(e) =dimV, onde e é o elemento neutro de G. Isto deve-se ao facto de p(e) = Idy.

Temos entao de Xy é constante nas classes de conjugacao de G. Podemos portanto considerar
Xy como sendo um vector com tantas entradas como o nimero de classes de conjugacao de
G e a cada entrada atribui-se o caracter de V' de um qualquer elemento da respectiva classe

de conjugacao. A este vector podemos simplesmente chamar caracter de V.

Proposicao 3.1. Sejam V e W representagoes de G. Entao:

15
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1L Xyvew = Xy +Xw
2. XV®W = Xy X Xw
3. Xy = Xy

Demonstracao. Fixemos g € G, e vamos olhar para a ac¢ao deste elemento em V e em W.
Seja vy, ..., v, uma base de vectores proprios de V' de g|y associados aos valores préprios
A1, .-y Ap € S€ja wi, ..., w, uma base de vectores préprios de W de g|w associados aos

valores proprios iy, ..., tm-

1. Notemos que {v,...,v,, wy,...,wy,} forma uma base de vectores préprios de V& W

associada aos vectores proprios Ai, ..., A\p, f1, .- - tm-
Logo tr(glvew) = tr(glv) + tr(glw). Logo Xyvew = Xy + X .

2. Notemos que os vectores da forma v;@w;, com¢ € {1,...,n}ej e {1,...,m}, formam
uma base de vectores proprios de V ® W, uma vez que g(v; ® w;) = gv; @ gw; =

/\ﬂ)i X HiW; = )\Z,LL](Uz X wj).
Logo tr(g|lvew) = (21 )\1) (Zl ,uj> = tr(g|v) x tr(glw). Logo Xvew = Xv X X .
1= J=

3. Seja {v],...,v;} a base dual de V*. Temos entao que v} (v;) = 0, ;.
Relembremos que se f € V* e g € G, temos que g f = fog™ '
Vejamos que v} é vector préprio de g, pois g - v (v;) = vi(g ' v;) = A8 , logo
g-ur =X\t
Finalmente, como G ¢ finito, existe k tal que g* = e, logo \; tem que ser uma raiz da
unidade. Logo A\; ' = ;.
A=

1 ﬂX- = tr(g|v). Logo Xy- = Xy.

o

Logo tr(g|yv+) =

)

]

Seja G um grupo finito. Definimos o espago vectorial das fung¢oes G — C que sao constantes
nas classes de conjugacao. A este tipo de fun¢des chamemos de fungoes de classe. Notemos
que o caracter de uma representacao ¢ uma funcao nestas condigoes. Neste espaco vectorial

podemos definir o seguinte produto interno:

Definicao 3.2. Seja G um grupo finito e sejam « e [ duas fungdes de classe. O produto

interno entre eles é dado por:

(a,8) = €] > alg)B(g). (3.1)
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Sejam V' e W representacoes de GG. Para o préximo lema precisamos de definir como é que
g € G actua em Hom(V,W). Seja f € Hom(V, W), vamos definir g - f := glw o fo g '|y.

Nestas condigoes temos que Hom(V, W) é uma representagao de G.

Lema 3.1. Sejam V' e W representagoes de G. Temos que V@ W* = Hom(W, V') como

G-modulos.

Demonstrag¢io. Comecemos por considerar a seguinte funcao

¢ :VeW* — Hom(W,V)
(Uaf) — q)v,fa

onde &, : W — V é tal que ®, f(w) = f(w)v.

Como a funcio ¢ : V x W* — Hom (W, V') definida por CfD(v, f) =, paratodoov € V
e f € W~ é bilinear, temos que ® é um homomorfismo de espacos vectoriais.

Sejam vy, ..., v, uma base de V', wq, ..., w,, uma base de W, ay, ..., a,, a base dual de W*,
tal que a;(w;) = 0, ;.

Seja ¢ € Hom(W, V) e seja u; = ¢(w;), para todo o ¢ entre 1 e m. Entao ¢ = @(i ; @ u;)

pois

(3 o @ w)(wy) = 3 By ()

=1 =1

logo temos que ® ¢é sobrejectiva.

Como dimV @ W* = dimVdimW* = dimV dimW = dimHom(W,V), temos que o
dominio e a imagem de ® tém ambos igual dimensao (finita) como espagos vectoriais. Logo,
como P ¢é sobrejectiva também tem de ser injectiva.

Resta s6 verificar que ®(h(v ® f)) = h®(f ® v), para todo o h € G. Seja w € W genérico.

Temos entao que

S(h(v® f))(w) = (v @ foh™)(w)
— foh ™ (w)hv = h(f o h™ (w)v)
= h®, ;(h~w)
= (h-®(v® f))(w).
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A proposigao seguinte, juntamente com os seus corolarios, estabelecem um conjunto de
resultados sobre os caracteres das representagoes irredutiveis de um grupo que nao so6 facilita

a utilizacdo da funcao caracter como ajuda a explicar a importancia desta ferramenta.

Proposicao 3.2. Os caracteres das representacoes irredutiveis sao ortonormais no espago

das fungoes de classe de G — C, relativamente ao produto interno definido.

Demonstracao. Sejam V e W duas representagoes irredutiveis.

Usando os resultados atras visto e a linearidade da fungao trago, podemos concluir que:

(X,, X

geG

|G|ZX

geG

|G| 2 Mo

geG

‘G' Z tr g|V®W*)

geG

<|G| 2 dlvew: ) '

geG

Dada uma representacao U de G, definimos o espaco dos G-invariantes em U por
={ueUlgu=uVge G} CU.

Definimos ainda ¢y = |é—| > glv. Notemos que esta fun¢ao admite dominio U.
geG

Seja h € G. Notemos que aplicar h a esquerda (ou a direita) a todos os elementos de G é o

mesmo que estar a permutar estes elementos, pois G é um grupo. Logo, para todo o u € U,

temos que
ou(hu) g(h gh(u
\Gr 7 2 =1 QEZG
g\u
|G| 2.9
> hg(u) = hoy(u).
‘G’ geG

Logo temos ¢y € Endg(U) e que Im¢y € U, pois ¢y (hu) = hoy(u) = ¢y (u). Por definicio
de U%, temos também também que ¢y |ye = Idye. Logo ¢p é uma projeccio de U em UC.
Em particular, tr¢y = dim UC.

Temos entao que



3.1. CARACTERES: PROPRIEDADES E APLICACOES 19

1
(X,,X,,) = tr (!G|
= trovew-
= dim((V @ W*)%)
= dim((Hom(W, V))%).

gelG

ZQ|V®W*)

Notemos que se ¢ : W — V' é uma aplicacao linear e g € GG, temos que

(9 0)(w) = ¢(w) & g(d(g~'w)) = dp(w) & ¢(g~ w) = g~ d(w).
Logo (Hom(W,V))¥ = Homg(W, V).
Temos entao que
(X,, X, ) = dim Homg (W, V)
lseVE=EW
Ose VEW

Lema de Schur

o que conclui a demonstragao. O]

Corolario 3.1. Seja G um grupo finito.

1. O numero de classes de isomorfismo de representagoes irredutiveis de G é menor ou

tgual ao numero de classes de conjugacdio de G.
2. Seja V' uma representacao de G. Entao V' € irredutivel se e sé se (Xy,Xy) = 1.

3. Seja V. uma representacio de G e consideremos a sua decomposi¢io como soma de
representagoes irredutiveis V. = VE" @ .- @ VE* . Entio (Xyv, Xy,) = a; = (Xv,, Xy').

4. A classe de isomorfismo de cada representacao é determinada pelo seu cardcter.

Demonstracao.

1. Dado um conjunto de representagoes irredutiveis nao isomorfas duas-a-duas temos
que os caracteres destas sdo ortonormais no espago das fungoes de classe, logo sao
linearmente independentes. Como a dimensao deste espago corresponde ao niimero de
classes de conjugacao de GG, temos entao que nao existem mais classes de isomorfismo

de representagoes irredutiveis que classes de conjugacao do grupo.
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2. Seja V =V""q-. ~EBV@“" a decomposicao de V' como soma directa de representacoes
irredutiveis, onde as representacoes irredutiveis V; e V; sao isomorfas se e s6 se ¢ = j.
Temos entdo que (Xy,Xy) = % |a;|°. Para isto ser igual a 1, como cada um dos

a; ¢ um inteiro nao negativo, temos que todos os a; tém de ser iguais a 0, excepto

exactamente um, que tem de ser igual a 1. Logo a decomposicao de V' como soma

directa de representacoes irredutiveis tem de ser V' =V}, logo V & uma representagao

irredutivel. O reciproco é estabelecido na proposigao [3.2]

3. Seja V =V2" @ ... @ V% como acima. Temos entdo que (Xy, Xy,) = a; = (Xy;, Xy/),
pOiS (X\/;ax\/]) = 5”

4. Se V e W sao representacoes tais que Xy = Xy, entdo temos que para toda a
representagao irredutivel V; se tem que (Xy,Xy,) = (Xw,Xy,). Logo V; tem igual
multiplicidade em V e em W. Como isto é valido para todas as representagoes

irredutiveis, temos que V e W tém que ser isomorfos.

]

Vimos que o nimero de classes de isomorfismo de representagoes irredutiveis é menor ou

igual ao nimero de classes de conjugacao. Vamos ver que isto é na realidade uma igualdade.

Proposicao 3.3. O nimero de classes de isomorfismo de representagoes irredutiveis € igual

ao numero de classes de conjugacao.

Demonstracao. Suponhamos que o nimero de classes de isomorfismo de representagoes
irredutiveis é menor que o nimero de classes de conjugacao. Ja foi visto anteriormente que
nao pode ser maior. Vamos assumir que existe uma funcao de classe ndo nula o : G — C
tal que (, Xy) = 0 para toda a representacao irredutivel V. Isto implica que (a, Xy) = 0
para toda a representacao W de G, pois W ¢é soma directa de representacoes irredutiveis.
Seja V' uma representacao irredutivel e consideremos a aplicacao linear ¢,y : V. — V
definida por ¢, v (v) = ;Ga(g)gv, para v € V.
g

Temos entao que:

Pa,v (hv) Z g)g - hv

g€

éz (hgh™YYhgh™" - hv
eG
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onde a igualdade (1) se justifica porque se fixarmos h € G a funcdo f : G — G definida por
f(g) = hgh™*, para todo o g € G, é uma bijeccao. A igualdade (2) deriva de « ser constante
nas classes de conjugacao.

Logo ¢ov ¢ um G-homomorfismo e portanto, pelo Lema de Schur, ¢,y = Ald. Se a
dimensao de V for n, temos:

A= tr(day)

. > alg) Xv(g)

n geG

G
= a0

=0.

Temos entao que ¢,y = 0 para todas as representacoes irredutiveis V' de G. Logo

> alg)glw = 0 para toda a representacdo W de G, ja que W é soma directa de
geG

representacoes irredutiveis. Se W for a representacao regular de G, W = CG, entao

daw = > a(g)g = 0 implica a(g) = 0 para todo o g € G, pois, fixando h € G o conjunto
geG
{g-h | g € G} = G, logo é linearmente independente, e portanto > «(g)gh = 0 sé é possivel
geG

se a(g) = 0 para todo o g € G. Relembremos que na representagao regular g - h = gh.

Isto é absurdo, pois por definicdo o # 0. Este absurdo resultou de assumir que o niimero
de classes de isomorfismo de representacoes irredutiveis € menor que o niimero de classes de
conjugacao de G. [

O resultado seguinte é muito importante para determinar as dimensoes possiveis das

representacoes irredutiveis de um grupo finito.

Proposicao 3.4. Seja {Vi,...,Vi} um conjunto de representantes de todas as classes de

isomorfismo das representacoes irredutiveis de G. Entdo:

k
> (dim Vi) =1G|.
i=1
Demonstracao. Consideremos a representacao regular de G, CG.

Considerando os elementos de G como a base de CG, pode-se facilmente ver que

Oseg#e

Xealg) =
|G| se g =e.
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Escrevendo CG como soma directa de representacoes irredutiveis temos que
~ @
CC2VEU Q... VI,

onde a; > 0 para todo o i € {1,...,k}.
Como vimos anteriormente, a; = (Xca, Xv;) = ﬁXVi(e) |G| = dimV;. Finalmente temos que

G| = dim CG = dim (V*" @ --- @ V;?™)

k k
=) a;dimV; = Za?.
i=1 i=1

Defini¢ao 3.3. Uma representacao p : G — GL(V) diz-se fiel se o homomorfismo p for

injectivo.

O seguinte resultado, atribuido a Burnside e Molien, diz essencialmente que se tomarmos
uma representacao fiel de um grupo finito G, entao todas as representagoes irredutiveis
de G ocorrem como subrepresentacoes das poténcias tensoriais V®* de V, para k > 0.
A demonstragao que apresentamos ¢ inspirada em [8, Ex. 2.36], embora a argumentacao
final, recorrendo a matriz de Vandermonde, seja nossa. A prova da identidade envolvendo

o determinante de Vandermonde pode ser consultada em [4].

Proposicao 3.5. Se V' ¢é uma representacao fiel do grupo finito G, entdo para cada
representacdo irredutivel W de G existe k > 0 tal que essa representacdo estd contida em
Ve ., existe k tal que na representacio de VEF como soma de representacoes irredutiveis

existem parcelas isomorfas a W.

Demonstragdo. Seja ¢ o caracter da representacao irredutivel W de G e X o caracter de V.
Pelo que vimos anteriormente, o caracter de V®* é dado por X* (cada entrada do vector
caracter ¢ elevada a k). Seja a, = (X", ¢) a multiplicidade da representacao irredutivel W

em V®". Temos entao a seguinte série formal de poténcias:

- n 1 & N vn n

Zant :?ZZWQ)X (g)t".

n=1 | ‘ n=1geqd
Obviamente, X é constante nas classes de conjugacao de GG, podendo para algumas classes
de conjugacao diferentes ter iguais valores. Criamos assim uma particdo de G, onde dois

elementos estdo numa mesma parte se tiverem uma igual imagem por X. Seja entao P o
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conjunto formado pelas partes de G induzidas por X, i.e., P = {X"!(z) | 2 € ImX}. Vamos

agrupar essas partes de G no somatorio, chegando a:

D ant" = Zt"Zf é,p)
n=1 |G‘

peEP
onde f(¢,p) = X &(g) e X(p) designa o valor de X num qualquer elemento de p.
gep
Seja P* o subconjunto de P formado pelos elementos p € P tais que X(p) # 0 e f(¢,p) # 0

Logo temos que

D ant" = Z "> f(o

=1 IG [P i—
Este somatorio faz sentido mesmo que P* seja vazio, pois por convengao uma soma vazia
tem valor 0.
Contudo, vamos ver que P* é nao vazio. Comecemos por pegar em e, o elemento neutro de
G. Temos que X(e) = dim V. Seja g € G\ {e} e A um valor préprio da acgao de g|y. Como
g%l = e temos que M¢ = 1, logo A é raiz da unidade, e como tal tem parte real no maximo
1. Se X(g) = dim V' entéo todos os valores préprios da accao de g|y tém de ser 1, o que
obriga a acgao de g|y a ser a identidade, o que é impossivel pois V' é uma representagcao fiel.
Logo {e} € P. Como X(e) = dimV # 0 e f(¢,{e}) = ¢(e) = dim W # 0, temos que P* é
nao vazio, pois {e} € P*.

Resta agora ver que esta série nao é constante igual a 0. Seja P* = {p1,...px}, £ > 1. Se

a; = --- = a, = 0 temos que
X(p1)  X(p2) - X))\ ([(¢:p1) 0
X(p1)? X(p2)* - X(pr)* | | f(¢,p2) _ |0
X(p)* X(pa)* .o X(p)* ) \f(d,pr) 0

e isto implica que a matriz dos coeficientes deste sistema tem determinante 0, pois o vector

coluna do membro da esquerda nao tem entradas iguais a 0. Isto é impossivel pois este
k

determinante ¢ [T X(p;) [To<i<j<x(X(p;) — X(ps)), pois a matriz é obtida a partir da matriz
i=1 =

de Vandermonde—transpondo e multiplicando cada coluna por um escalar (ndo nulo).

Logo o determinante da matriz nao ¢ 0, o que implica que pelo menos um dos termos
ai,...,a nao é 0.

Logo, a série de poténcia nao é identicamente nula, o que implica que cada representacao

irredutivel de G esteja presente em V®, para algum k > 0. O

Da demonstragao podemos até dizer que cada representacao irredutivel de GG esta presente
em algum V% com k a ser menor ou igual ao nimero de valores distintos de X, e este

nimero ¢ menor ou igual ao nimero de classes de conjugagao de G.
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3.2 Exemplos de Tabelas de Caracteres

Dado um grupo finito GG, a sua tabela de caracteres ¢ uma tabela que permite a quem
a vé identificar rapidamente quantas representacoes irredutiveis tem o grupo (a menos de
isomorfismo), assim como os vectores caracter induzidos por cada representagcao.

A tabela de caracteres de um grupo G ¢é uma tabela bidimensional cujas colunas
correspondem as diferentes classes de conjugacao de G e cujas linhas correspondem as suas
representagoes irredutiveis (nao isomorfas). A intersecgdo de uma linha com uma coluna
assume como entrada o valor do caracter correspondente a representacao num elemento da
classe de conjugacao correspondente a essa coluna.

O primeiro passo para fazer uma tabela de caracteres passa por identificar as diferentes
classes de conjugacao de um grupo, assim como o tamanho de cada classe. A informacao
sobre o tamanho das classes é relevante para possibilitar um rapido calculo do produto
interno das fungoes de classes definidas pelos caracteres.

Vamos estudar trés grupos particulares: Zs, Sz e Djy.

Comecemos com o caso G = Zs. Neste caso G é abeliano, logo tem 3 classes de conjugacao.
Assim sendo existem 3 representacoes irredutiveis nao isomorfas duas-a-duas, todas de
dimensao 1. Sejam V', U, W essas representagoes. Podemos comecar por fazer a seguinte
tabela:

<
e e E=

Tabela 3.1: Tabela de caracteres de Z3 (incompleta)

Na primeira linha temos o tamanho da classe de conjugacdo de G identificada pelo
representante presente na segunda linha. Na primeira coluna temos as representagoes
irredutiveis nao isomorfas duas-a-duas. Na interseccao da coluna referente a classe de
conjugacao identifica por g e da linha referente a representagao Y, apontamos o valor Xy (g).
No caso particular em que g é o elemento neutro, obtemos na coluna correspondente as
dimensoes das representagoes irredutiveis (ver tabela [3.1)).

Como todas as representagoes tém dimensao 1, e neste caso o traco ¢ multiplicativo, ¢é
suficiente saber o valor do caracter em 1, uma vez que 1 gera Zs. Como o traco é
multiplicativo (neste caso), temos que este valor é uma raiz ctibica da unidade.

Seja w = e . Isto d4-nos entdo a seguinte tabela de caracteres:
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1|11
1|2
111
w | w

)

w2 w

<
el =

Tabela 3.2: Tabela de caracteres de Z3 (completa)

Notemos que nem todas as funcoes de classe correspondem ao caracter de uma representacao.
Contudo, neste caso sabemos que existem trés representagoes irredutiveis (a menos de
isomorfismo), e que estas sdo a tnica possibilidade para os seus caracteres. Logo tém de
existir representagoes irredutiveis com cada um destes caracteres.

A primeira representacao irredutivel é a chamada representacao trivial e é uma que existe
sempre, qualquer que seja o GG, pois existe sempre o endomorfismo de G — GL(V) que
manda todos os elementos na identidade. Esta representacao sé ¢ irredutivel quando V' tem

dimensao 1, pois todo o subespaco de V' é uma subrepresentacao de V.

Seja agora G = S3, o grupo simétrico. Neste caso temos 3 classes de conjugacao, identificadas
pelos representantes e, (12) e (123), de tamanhos 1, 3 e 2, respectivamente. Logo existem
trés representacoes irredutiveis nao isomorfas duas-a-duas, onde uma delas é a trivial. Da
proposicao [3.4] temos que as restantes representagoes tém dimensao 1 e 2. Temos entdo a

seguinte tabela de caracteres incompleta:

(12) | (123)

<<

| == =
—_
—_

Tabela 3.3: Tabela de cardcter de S5 (incompleta)

Como o espago U tem dimensao 1, a fungao traco é multiplicativa neste espaco. Uma vez
que (123)(123) = (132), que (123)(132) = e e que (123) e (132) estdo na mesma classe de
conjugacao, temos que 1 = Xy ((123))% = Xp((123)), logo Xy7((123)) = 1. Temos também
que Xp((12))? = 1, mas Xy((12)) ndo pode ser 1, pois neste caso terfamos que U = V.

Logo Xy((12)) = —1. Esta representacdo é a chamada representac¢ao sinal, uma vez que

p(g) = sgn(g)ldy.
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Seja (2,a,b) o vector cardcter de W. Como os vectores sdo ortogonais, temos que:
1
(XV>XW):6(2+3X Ixa+2x1 Xb) =0
1
Xy, Xw) = 6(2+3 X (—1)xa+2x1xb)=0

1
(M%xw)=6@+3xa?+2xﬁ):1

logo a =0 e b = —1. Notemos que aqui usamos o facto de sabermos o tamanho das classes
de conjugacao para ajudar no calculo dos produtos internos.

Temos entao que a tabela de caracteres de S3 é:

1| 3 2

e | (12) | (123)
Vil 1 1
Ult] —1] 1
w2l 0 | -1

Tabela 3.4: Tabela de caracteres de S5 (completa)

Finalmente, se G = D4, vamos ver G como um subgrupo de S;. Temos que G tem
8 elementos e tem 5 classes de conjugacdo, identificadas pelos representantes e, (1234),
(12)(34), (13)(24) e (13), de tamanhos 1, 2, 2, 1 e 2, respectivamente. Logo existem quatro
representacoes irredutiveis nao isomorfas duas-a-duas de dimensao 1 e uma de dimensao 2.
Duas das representagoes irredutiveis de dimensao 1 sao a representacao trivial e a induzida

pela representacao sinal de S;. Temos entao a seguinte tabela de caracteres proviséria:

1| 2 2 2 1
e | (1234) | (12)(34) | (13) | (13)(24)
Vit 1 1 1 1
Uil —1 1 ~1 1
w1
X |1
Y |2

Tabela 3.5: Tabela de caracteres de D, (incompleta)

Como o trago é multiplicativo em V', U, W e X é suficiente saber os valores dos caracteres

destas representagoes em (12)(34) e em (13), e cada um destes valores s6 pode ser 1 ou —1,
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logo h& 4 maneiras de combinar estes valores. Temos assim encontrados os caracteres das
representacoes irredutiveis de dimensao 1. Para encontrar o vector caracter da representagao
restante basta calcular num sistema a ortogonalidade dos caracteres.

Apés fazer as contas, devemos obter a tabela de caracteres seguinte:

1| 2 2 2 1
e | (1234) | (12)(34) | (13) | (13)(24)
Vit 1 1 1 1
Uil —1 1 ~1 1
w1 -1 ~1 1 1
X |1 -1 | -1 1
Y |[2] 0 0 0 —2

Tabela 3.6: Tabela de caracteres de D, (completa)
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Capitulo 4
O Grupo Simétrico

Neste capitulo tomamos como objectivo perceber quais sao as representacoes irredutiveis do
grupo simétrico 9,,, e para ajudar nesta missao vamos comecar por olhar para as particoes
de n, jd que estas parametrizam as classes de conjugacao das permutagoes do conjunto
{1,...,n}. Posteriormente, a titulo de curiosidade, vamos encontrar uma relagiao entre as
dimensoes destas representacoes irredutiveis e os hook-lengths das casas de um diagrama
de Ferrers. Continuamos a indicar o livro [8] como referéncia para este assunto, embora se
recomende também a consulta de [6] e [I1] para uma anélise mais profunda do tema e de

cariz mais combinatério.

4.1 Representacoes Irredutiveis de 5,

Vamos comegar por definir o que entendemos por uma particdo de um nimero:

Definigao 4.1. Seja n um inteiro positivo. Dizemos que A = (\y,..., ;) é uma partigdo
dense A\ >y > - > A\ er:1)\z‘:n7 onde A\, ..., \; € Z~g.

Se A é uma particdo de n usamos a notagdo A - n
Nota. Os conceitos de particao de um ntimero e de particao de um conjunto sao diferentes,
pois no segundo nao s6 interessa o tamanho de cada parte como quais elementos estao em

cada parte. Por exemplo, o nimero 3 admite trés partigoes diferentes, mas o conjunto

{1,2, 3} admite cinco partigoes distintas.

Uma particao pode ser representada por um diagrama, chamado de diagrama de Ferrers. A

titulo de exemplo, vejamos o diagrama da parti¢ao (4,3,1,1) de 9.

29
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Figura 4.1: Diagrama de Ferrer

Notemos que estes diagramas sao justificados acima e a esquerda. A linha ¢ do diagrama
tem comprimento \; e o diagrama tem tantas linhas quanto o nimero de entradas de .
A cada quadricula de um diagrama também se pode chamar de casa. Consideremos uma
numeracao das linhas e das colunas do diagrama, feita sequencialmente, de modo a que
quadricula situada no canto superior esquerdo seja (1,1).

Definimos agora A € N x N como o conjunto das casas de )\, i.e., (i,7) € X se e s6 se
j < A;i. A primeira entrada do par serd referente a linha e a segunda sera referente a coluna,
de modo aos nimeros do par ordenado estarem de acordo com a numeragao das linhas e
colunas anteriormente considerada.

Chamamos de hook de (i,7) ao conjunto de casas (k,[) do diagrama tais que k =i Al > j
ou k > 1Al =j. Na figura a seguir temos representado no diagrama de Ferrers da parti¢dao
(4,3,1,1) o hook da casa (1,2):

Figura 4.2: Hook da casa (1, 2)

Denotamos por h(i, j) o hook-length da casa (i,7), que é definido como sendo o niimero de
casas existentes no hook de (7, j). No exemplo anterior, temos que h(1,2) = 4.

Num diagrama de Ferrers podemos ainda considerar uma numeragao, associando um niimero
a cada quadricula do diagrama. Neste caso chamamos ao diagrama de Young tableau.

A numeragao candnica de um diagrama consiste em atribuir sequencialmente os inteiros
positivos as casas do diagrama, comecando na casa (1,1) e seguindo da esquerda para a
direita, de cima para baixo. A titulo de exemplo, vejamos o diagrama anterior numerado

com a numeragao canoénica, ao qual chamamos de tableau candnico.

2134
6|7

O[O0 |Ut|—

Figura 4.3: Exemplo de tableau candnico
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O interesse no estudo das partigoes de n deve-se ao facto de 5, ter tantas classes conjugacao
como n tem particoes. Isto acontece pois duas permutacoes pertencem a mesma classe de
conjugacao se tiverem igual estrutura na escrita como produto de ciclos disjuntos, i.e., ao
escrevermos ambas as permutacoes como produto de ciclos disjuntos, o nimero de k-ciclos é
igual para as duas permutagoes, para todoo k € {1,...,n}. Os comprimentos dos diferentes

ciclos disjuntos (contando também os 1-ciclo) formam uma particao de n.

Exemplo 4.1. Em Sy as permutagoes (1234)(567) e (7562)(148) fazem parte da mesma

classe de conjugagao, e estao ambos associados da particao (4,3,1,1) de 9.

Assim sendo, o nosso préoximo objectivo sera criar uma bijeccao entre classes de isomorfismo

das representacoes irredutiveis de S, e as partigoes de n.

Seja T' o diagrama de Ferrers associado a A, numerado com a numeracao candnica. Seja
g € S,. Chamemos g7 ao diagrama (com o mesmo formato de 7') com a numeragao obtida
apés a aplicacao de g a T, i.e., a quadricula de T" que esta associada nimero i vai estar
associada ao nimero g(i) em g7'. Notemos que com esta definigdo temos que, para g, h € G,
o diagrama (gh)T tem a mesma numeragao que o diagrama g(hT).

Seja T' o diagrama de Ferrers associado a A, numerado com a numeragdo canodnica e seja
g € S,. Dizemos que g preserva linhas de T se g(i) e i estiverem na mesma linha de T
para todo ¢ € {1,...,n}. Analogamente também podemos definir o conceito de preservar
colunas.

Dado um diagrama de uma particio A de n e T' o diagrama de Ferrers correspondente,

numerado com a numeragao canbnica, podemos considerar os seguintes subgrupos de 5,,:

P\ ={g €S, g preserva linhas de T},
Qx = {g € S,, g preserva colunas de T'}.

Exemplo 4.2. Seja A = (3,1), uma particio de 4, e consideremos o seu tableau candnico:

1123
4

Figura 4.4: Tableau canénico de (3,1)

Neste caso temos que P\ = {Id, (12), (13),(23), (123), (132)} e Q, = {Id, (14)}

Consideremos agora os seguintes elementos em CS,,, a algebra de grupo de S,,:
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a) = ng

geEP)

b= ) (sgn(9)g),
gEQN

C\ = CL)\bA.

A seguinte proposicao vai ser importante para se perceber melhor que elemento da algebra

de grupo ¢é este c,.
Proposicao 4.1. Seja g € S,,. Se g =pq=7p'q comp,p' € P\ eq,q € Qx, entaop=17p' e
q=4q.

Demonstragio. Comecemos por notar que Py e () sao subgrupos de S, cuja interseccao é

exclusivamente o elemento neutro. Temos entao que:

pg=pqd <p 'p=4qdq".

Seja h = p'~!p = ¢’¢~*. Temos entdo que h € Py e h € ), o que implica a que h seja o

elemento neutro de S,,. Logo temos que p=p’ e ¢=¢'. O
Se considerarmos ¢y = . ngyg, com n, € C, gragas a esta proposicao, podemos concluir
geSy

que se existirem p € Py e ¢ € @, tais que g = pg entdao n, = sgn(q), e se estes p e ¢ nao
existirem, entao ng, = 0.
O teorema seguinte descreve todas classes de isomorfismo das representagoes irredutiveis de

Sy, a custa destes elementos ¢y da algebra de grupo.

Teorema 4.1. Consideremos o grupo simétrico S,. Seja A uma particio de n e cy definido

como acabamos de ver. Entdo:
o 3 =nycy para algum ny € C.
e CS,c\ CCS, € uma representacao irredutivel de .S,,.

o Toda a representacdo irredutivel de S, é isomorfa a uma representacio da forma

CS,cn, para uma unica particio \ de n.
Para provar este teorema, comecemos por atentar no seguinte lema:
Lema 4.1. Seja A uma particio de n, P = Py, Q = Qy, a = ay, b= "0y, ¢c = c\. Entdo:

1. Vpe P,pa=ap=a
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2. Vq € Q, (sgn(q)q)b = b(sgn(q)q) = b

3. ¥p e P, ¥Yq e Q: pc(sgn(q)q) = ¢ e, a menos da multiplicacio de ¢ por um escalar,

nao hda mais nenhum elemento de CS,, com esta propriedade.

Demonstracao. S6 a segunda parte do terceiro ponto é que nao é completamente trivial,
pois as outras sao consequéncias directas de P e () serem grupos.

Seja © = Y. nyg elemento de CS,, e sejap € P e g € Q. Se pr(sgn(q)q) = = entao temos
gESn

que n,y, = sgn(q)n, para todo o g € G. Se considerarmos o caso particular em que g é o
elemento neutro temos que n,, = sgn(g)n.. Vamos ver que se ¢ ndo ¢ da forma pq, com
p€ Peqe @, entdo n, = 0. Apds provar isto, temos entdo que = tem de ser um multiplo
de ¢, mais concretamente n.c.

Seja g = pg, com p € P e g € (). Se dois nimeros estao numa mesma linha de T entao
tém de estar em colunas diferentes de 7', e assim sendo tém de estar em colunas diferentes
de ¢T'. Assim sendo, os termos que inicialmente estavam numa mesma linha vao agora
estar espalhados pelas colunas que essa linha intersecta, de modo a estar um por coluna.
Quando aplicamos p a 7 estes nimeros, que estavam inicialmente numa mesma linha, vao-
se permutar, continuando entao em colunas diferentes. Logo dois nimeros que em 7' estejam
numa mesma linha estao em colunas diferentes de ¢7'.

Reciprocamente, vamos ver que se ¢7' nao tem numa mesma coluna niimeros que em 7" estao
numa mesma linha, entdo g = pq, para algum p € P e q € Q.

Seja p; € P uma permutacdo que pde os numeros da primeira linha de T na coluna em
que estao em ¢7T', fixando as restantes entradas. Este p; existe pois, por hipdtese, todos
os numeros da primeira linha de 7" estao em colunas diferentes de ¢7', e o comprimento da
primeira linha é o ntimero de colunas do diagrama de Ferrers de 7. Notemos que todos
os nimeros da primeira linha de T ocorrem em p; ‘g7 na mesma coluna em que ocorrem
em T'. Recursivamente, podemos encontrar po, ps, ..., px € P (onde k é o ntimero de linhas
de T'), onde p; vai permutar os niimeros que estao na i-ésima linha de 7', colocando-os em
colunas concordantes com as que tém em ¢7', e fixar as restantes entradas. Estes p; existem
pois os termos da linha ¢ nao podem aparecer em g7 em colunas onde estes nao apareciam
T, devido aos espagos existentes nessas colunas terem se estar ocupados pelos niimeros das
linhas anteriores.

Seja p = p,zlp,;ll ...py'prt. Notemos que agora todas as entradas de pgT ocorrem em pgT
e em T na mesma coluna. Como tal existe ¢ € @ tal qpgT = T'. Logo qpg = e, o que implica
g=pr"q"

Logo, dado g € §,,, temos que existem p € P e ¢ € () tais que g = pq se e s6 se quaisquer
dois niimeros que estdo numa mesma linha de 7" estdao em colunas diferentes de g7T'.

Seja g € S, tal que nao existem p € P e ¢ € () tais que g = pq. Temos que existem dois

numeros, a e b, que estao numa mesma linha em 7' e que estao numa mesma coluna em g7'.
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Seja t = (ab) a transposicao desses dois nimeros. Se considerarmos p =t € P e q = g~ 'tg
(q € Q pois ¢ é a transposicao que troca g~'(a) e g~1(b) que, por definigdo de g, estdao numa
mesma coluna de T'), temos que g = pyq.

Logo
Npgq = SEU(¢)Ny = Ny = —ny = n, = 0.

Portanto temos que px(sgn(q)q) = x para todo p € P e g € @ obriga a x ser um multiplo
de c. O]

Consideremos no conjunto das parti¢oes a ordem lexicografica usual, que denotamos por >.

Reparemos agora no seguinte lema:
Lema 4.2. Sejam \ e p particoes de n.

1. Se A > p entao para todo o x € CS,,, ayxb, = 0.

2. Para todo o x € CS,,, cxxcy € um maltiplo escalar de c,.
Demonstracao.

1. Basta considerar o caso x = g € 5, pois todo o x € CS,, é combinacao linear de
elementos de S,,. Queremos entao provar que axgb, = 0. Sejam 7' e T" os diagramas
com a numerag¢ao canoénica dados por A\ e u, respectivamente. Como \ > pu existem
dois niimeros numa mesma linha de 7' que estdao numa mesma coluna de ¢g7". Seja t
a transposicdo desses nimeros. Como tal temos que ayt = a). Tal como vimos antes
temos que g~'tg € Q, e sgn(¢'tg) = —1. Logo g 'tgb, = —b,, o que equivale a

tgb, = —gb,, pois g ¢é invertivel.

Portanto temos que axgb,, = axt(—tgb,) = —axgb,, logo a,gb, = 0.

2. c)xcy é constante para a multiplicagdo por p € P a esquerda e por sgn(q)g, ¢ € @, a

direita, e como tal tem de ser um multiplo escalar de c), gracas ao lema anterior.

Com isto temos provado o primeiro ponto do teorema.
Vejamos agora o seguinte lema, que sera o ultimo que precisaremos para terminar a prova

do Teorema [4.1k
Lema 4.3. Seja V), = CS,cy. Entao:
1. Cada Vy € uma representacdio irredutivel de S, ;

2. Se A # p, entao Vy eV, nao sao isomorfas.
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Demonstracio. Podemos definir uma acgao de CS,, no préprio, dada pelo produto usual
do préprio. Como a operacao - de CS,, é obtida por bilinearizagdo da operacao - de .S,
temos que se as representacoes V e W sdo isomorfas como S,-mddulos, entao também sao

isomorfas como CS,,-modulos.

1. Comecemos por notar que V) # 0, pois 0 # ¢, € V). Pelo lema anterior, temos que
eV € Ccy. Logo se W é um subrepresentagao de V), entao c W é Cey ou {0}. No

primeiro caso temos:

Vy =CS,cyn = CS,Ccy =CS, e W C W

onde a ultima inclusao se deve ao facto de W ser uma representagao. Logo W = V.

Por outro lado, se c,W = {0} temos que:

W-WCV, - W=0

o que implica que W - W = {0}.

Como W é um subrepresentacao de CS,,, existe K subrepresentacao de CS,, tal que
CS,, =W @ K. Temos entao:

WCW-{efCWCS, =W -WaeW-K=W-KCK.

Logo W C K e assim W = {0}.
Logo V) é uma representacao irredutivel.

Um argumento analogo pode ser feito para provar que ¢, V) # {0}, pois caso contréario

terfamos que V)V, = {0} o implicaria V) = {0}, o que é falso. Logo ¢,V = Ce,.

2. Sem perda de generalidade, digamos que A > u. Temos entdao que c\V) = Cc, e que
c\V, =0, logo estes dois S,,-médulos nao sao isomorfos porque se ¢ € Homg, (Vi, V),)

temos

0=crop=poc,=Cpley),

e assim ¢ nao ¢é injectivo.
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Demonstragio do Teorema[{.1. A primeira afirmagdo Teorema segue do Lema e as
restantes do Lema |4.3] Como n tem tantas particoes como S,, classes de conjugacao, temos
que todas as representagoes irredutiveis de S,, sdo isomorfas a V), para uma unica particao

A de n, o que conclui a prova do Teorema. O]

Exemplo 4.3. Consideremos o caso particular em que X\ = (n). Seja T o diagrama de

Ferrers por ele induzido, e consideremos nele a numeracdo canonica.

[1[2] - [n]

Figura 4.5: Tableau canénico para A\ = (n)

Neste caso temos que Py = S, e Qx = {e}, e consequentemente podemos ver que ay = > ¢
gESn
e by = e, logo c)\ = a,.

Para todo h € S,,, temos que h-cx= Y, hg= > g=-c.
gESh gESn
Seja v € CS,,. Entaox = Y a,g9, com a, € C. Temos entao:
gESn

Ww=ux-c\= Z gCx
geSh
Isto implica que CS,,c\x = Ccy.
Logo a representacao irredutivel Vy tem dimensao 1, e como gcy = ¢y, para todo o g € S,

podemos concluir que esta representacao é a representagdo trivial de S,,.

Exemplo 4.4. Outro exemplo também fdcil de trabalhar consiste em considerar o caso em
que A = (1,1,...,1) b n. Neste caso temos que o diagrama de Ferrers associado terd

exclusivamente uma coluna, o que implicard cy = Y. sgn(g)g.
gESH
Para todo o h € S, temos que h-cx = Y sgn(g)hg = sgn(h) > sgn(h)sgn(g)hg =
geESH gESR

sgn(h)cy.
Logo, neste caso, a representacao irredutivel V\ também tem dimensdo 1, e como gcy =
sgn(g)ex, para todo o g € Sy, podemos concluir que esta representacao € a representagao

sinal de S,,.

4.2 Foérmula de Frobenius e Hook-Lengths

O teorema seguinte da-nos uma férmula que nos permite calcular o caracter de cada
representacao irredutivel de S,,. Devido a complexidade da férmula e do facto de estar

a ser apresentada a titulo de curiosidade, a sua demonstragao nao sera aqui apresentada.
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Teorema 4.2 (Férmula de Frobenius). Seja A uma particao de n, definimos X, como sendo
o cardcter da representagdao irredutivel Vy de S, associada a A, obtida como é descrito pelo

teorema anterior. Entao, para g € S, temos

, (4.1)

(T15eslie)

Xalg) =

A@) T] (o)

Jj=1

onde

e k é o numero de partes de A, i.e., o numero de linhas do diagrama de Ferrers induzido

pOT A;

e i; ¢ o numero de j-ciclos de g, considerando g escrito como um produto de ciclos
disjuntos;

o A(x)=II (z;—ux;)€Clay,...,xx);

0<i<j<k
S
d Pj(x) = zjlxl € C[xla s 7xk};
1=

o Seja f € Clay,...,z]. Temos que [f(z)], 4, € o coeficiente de ot em f.

Fixada uma particdo A de n, vamos utilizar a férmula de Frobenius para calcular X, (e) =
dim V), onde V) é a representacao irredutivel associada a .
Neste caso, temos que i; = n e i; = 0 para j # 1. Logo, no produtério da férmula de

Frobenius s6 sera relevante o caso 7 = 1. Logo:

[[7@)7 =@+ ) = > ”73571"1 R (4.2)
7=l >0, 71+ +rE=n TI! e Tk!

Notemos ainda que A(x) é o determinante da matriz de Vandermonde. Logo:

1 xp ... x],z_l
. ; o(1)—1 o(k)—1

Ax) = |: = Z sgn(a)xk( ) ---xl( ) (4.3)
1oz ... ot 75k

o 7. ;. . li. 2
Multiplicando ambos os somatérios, o coeficiente de z¥! - - -x¥ ¢ dado por:

n!
GBO= 2 O G = )~ (o) - 1)
o(1)—1<lp1-4
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pois temos de considerar r; = ; — (6(k + 1 — i) — 1). Notemos que podemos considerar os

k k
r; iguais a estes valores pois Y. [; — (c(k+1—i)—1)=> N +k—i—(c(k+1—i)—1)e
i=1 =1

k
que Y (k—i—(o(k+1—1i)—1)) =0, logo como A é uma parti¢do de n, temos que a soma
i=1
destes r; é n.

Temos entao que

k o(k+1—j5)—2

00 = S [T I -9 (1.4

k58,
1 U, (L —1)
=7 : (4.5)
N I A A ()

onde a entrada (i,j) da matriz em (4.5) é 1se j=1e J]:Il lg+1—; —r + 1 caso contrario.
TZla(k—&-l—j)—Q

As entradas 1 justificam-se pois se o(k+ 1 — j) = 1 entao il:[() (I; — i) é um produtoério

vazio, logo toma o valor 1, por convengao e -4 = 1.

Notemos que esta matriz obtém-se de uma matrlz de Vandermonde através de soma de

multiplos de uma coluna a outra coluna, logo tem o mesmo determinante que a matriz de

Vandermonde. Logo

n!

L. 1) I 1)

k* o<i<ji<k

dim V>\ = XA(G) =

Proposicao 4.2. Seja \ uma particao de n. Temos que dim Vy = W, onde h(i,j) é

(i,5)EX
o hook-length da casa (i, 7).
Demonstracao. Notemos que
n! n!
AT L) 0<g<k< i) I1 7h(w)
a (i,7) €A
I D!
h(i,j).
n - LM
0<i<j<k )

Vamos agir por indug¢ao no nimero de colunas do diagrama de Ferrers associado a .
Comecemos por notar que o [; corresponde exactamente ao hook-length da casa j-ésima
casa da primeira coluna.

Se um diagrama s6 tem uma coluna, temos que [[ h(i,j) =1y ...l = k!, pois [; = k—i+1.
(i.5)EX



4.2. FORMULA DE FROBENIUS E HOOK-LENGTHS 39

Por outro lado, fixando 7, temos que

T0—0) G-DG-2x =1

1<j<k

Iyl d)

Logo temos que 1ot = [T h(i,J) neste caso.
0<i<j<k ’ (4.4) €A
Se o diagrama A tem mais que uma coluna, vamos considerar h o subdiagrama que se obtém

deste tirando-lhe a primeira coluna. Vamos identificar por h o subconjunto das casa do
diagrama de A que sao casas de h.
Seja h; os hook-lengths das casas da segunda coluna, e digamos que o nimero de casas na

segunda coluna ¢ kj,.

Por hipotese de indugao, temos que % = 11 (h(i, ).
0<i<j<ky Y i,5)€h
hi!... hg! o
I (h . h;) - Hi(h(lv‘])) (4.6)
0<i<j<kn J (i,j)€h
hi!... hg! o
Sl Hl (hkj ™ = IT (h(i.5)) (4.7)
0<i<i<kn J (i,j)EN
hi!... hg!
Sl bty = 1 009) (48)
I G=4) s
0<i<j<kp (4,7)EX

A dltima igualdade justifica-se pois se r < kj, entao [, = h, + 1 + k — kj, e portanto, se
0 <i<j<kytemos que l; —l; = h; — h;.

Fixemos agora r, com 0 < r < kj,. Temos entao que:

l.h,! L(l, —(k—Fk,+1))!
L (= 1) I e = 1)
j=r+1 Jj=r+1
l,!
= : (4.10)
h
(=1 (= (k=FKy) II (I = 1)
j=r+1
!
= : (4.11)
h
(= l) o (b = (1)) T1 (L= 15)
j=r+1
l,!
=— _ (4.12)
T (6 —=1)
j=r+1
Seja agora r > kj,. Notemos que [, = ——=—— uma vez que l; = k — i + 1 se i > ky,.
T -1

Jj=r+1
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hil. hy, ! 110...0,! .
Logo temos que {; .. .1 b = e o que conclui a prova.
& R A | =D R | =D b
0<i<j<kyp, 1<j<k



Capitulo 5

Dualidade de Schur-Weyl

Neste capitulo vamos comegcar por apresentar algumas defini¢oes e resultados sobre algebras,
de modo a prepara a demonstracio do Teorema do Duplo Centralizador. E a este teorema, e
a algumas consequéncias da sua demonstracao, que chamamos de Dualidade de Schur-Weyl.
Finalmente vamos ver o Teorema de Schur, que mostra que podemos usar o Teorema do
Duplo Centralizador num caso em que uma das algebras envolvidas é a algebra de grupo
CS,. Este resultado tem um grande impacto uma vez que permite obter representagoes
irredutiveis de GL(V'), um grupo infinito, em fun¢do das representagoes irredutiveis dos

varios grupos simétricos Si, k > 1.

5.1 Definicées e Resultados sobre Algebras

Nesta seccao introduziremos as ferramentas essenciais da teoria de anéis e modulos de que
faremos uso na seccao seguinte. Abordaremos em particular o Teorema de Wedderburn.
Com excepcao do Lema [5.1] que usa o Lema de Zorn, e dos resultados finais da seccao, os

restantes conceitos e resultados podem ser revistos em [5] e em [10].

Definicao 5.1. Seja F um corpo. Dizemos que A é uma F-algebra se A admitir
simultaneamente uma estrutura de espaco vectorial sobre o corpo F e uma estrutura de
anel, onde a operacao aditiva do espacgo vectorial e do anel coincidem e a multiplicacao é
bilinear. Se nao houver ambiguidade sobre o corpo base, diz-se que A é simplesmente uma

algebra.

Ja foram visto anteriormente alguns exemplos de algebras, particularmente as algebras de
grupo. Contudo, nem todas as algebra tém de ser algebras de grupo.

Se nada for dito em contrario, vamos considerar as [F-algebras unitarias e de dimenséao finita
sobre o corpo F. Também vamos considerar F algebricamente fechado e de caracteristica 0.

Um corpo nestas condigoes é por exemplo C, o corpo dos complexos.

41
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Defini¢ao 5.2. Dizemos que uma algebra (unitaria) A é uma dlgebra de divisao se todos

0s seus elementos nao nulos forem invertiveis.

Como todas as algebras sdo também anéis, dizemos que V' é uma representacao da algebra A
se for uma representagao de A como anel e adicionalmente o homomorfismo p : A — Endg(V)
for linear.

Seja M um moédulo de A. Como A é uma F-algebra unitaria, com unidade 1, M admite uma
estrutura de espaco vectorial sobre F, se definirmos a acgdo de F em M por A-m = (A-1)-m
para todo A € F e m € M. Assim temos que nas algebras unitarias os conceitos de
representacao e de médulo sao equivalentes.

Uma representagao de uma algebra A diz-se irredutivel se as suas tnicas subrepresentagoes
forem a prépria e o espago nulo.

Notemos que em geral, se W é uma subrepresentacao de V', nao existe obrigatoriamente um
espago W' subrepresentacao de V tal que V.= W @& W’. Chegamos assim ao conceito de

indecomponivel.
Definicao 5.3. Uma representacao diz-se indecomponivel se nao existirem subrepresenta-
coes proprias We W' tal que V=W @& W',

b
Exemplo 5.1. Seja A = { ( (O)L

) ca,b,c e C} a dlgebra das matrizes 2 X 2 triangulares
c

superiores com entradas em C.

u
Seja V = {( ) Su,v E (C} = M«1(C) uma representagio de A e consideremos a sua
v

subrepresentacao W = { ( g ) tu € (C}.

Suponhamos que existe W' subrepresentagio de V' tal que V=W & W'. Entao existe A € C

ew € W tais que:

Logo

(1)) () ()

o que € impossivel pois W e W' sao disjuntos, a menos do vector nulo.
Podemos entao concluir que nao existe complemento de W em V' que seja uma subrepresen-

tacdo de V. Na realidade este espaco V' € até indecomponivel!
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Finalmente, vamos definir o conceito de representagao semisimples:

Definigao 5.4. Uma representacao (ou médulo) diz-se semisimples se for soma directa de
subrepresentagoes irredutiveis (ou médulos simples).

Uma algebra diz-se semisimples se e s6 se todos os seus modulos forem semisimples.

Exemplo 5.2. Seja G um grupo finito. Vimos na demonstracao da Proposicao que
a dlgebra de grupo CG, como representacao sobre ela propria, € semisimples. Mais tarde

veremos que isto de facto implica que a dlgebra seja semisimples.

Para provar que as algebras de grupo sao efectivamente semisiples vamos ver os dois lemas

seguintes.

Lema 5.1. Seja A uma dlgebra. Seja W uma representacio de A tal que W é gerado
linearmente por um conjunto de representagoes irredutiveis, i.e., W = > .5;, onde S; é
i€l
simples. Seja N uma subrepresentacio de W. FEntdo existe um conjunto J C I tal que
= <EB Sj) e N.
jeJ

Demonstracdo. Seja

keK keK keK
Notemos que ¢ nao é vazio pois ) € (. Temos também que ¢ é um conjunto parcialmente
ordenado para a inclusao usual.

Seja {K;}sepn uma cadeia em (. Seja K = |J K,;. Vamos ver que K € (.
leA

Dizer que > S, = @ Si é o mesmo que dizer que Z sk, = 0 implica s, = 0 para todo
keK keK ‘
1 <i<n,onde sg, € Sk, e ky,...,k, sdo elementos dlstmtos de K.

Se esta afirmagao for falsa, existem s;, nao nulos tais que Z sy, = 0. Por estarmos numa
i=1

cadeia, existe um ¢ € A tal que ky,...,k, € K;,. Logo temos que K, ¢ ¢, o que é uma
contradicao. Logo > Sp = @ S;.
kEK keK
Se neste argumento trocarmos 0 por um qualquer elemento de N, provamos que @ S,NN =
keK

{0}.
Temos entao que, pelo Lema de Zorn, ( tem elementos maximais. Seja J um elemento

maximal de J. Vejamos que W = @ S; @ N. Para tal basta ver que S; € @ S5; ® N para
jeJ jed
todoo 1 € I.

Se S;N @ S; & N = {0} entdo podemos considerar a representacao S; & @ S; &N =
jeJ
@ S; @ N. O facto de esta soma ser directa contradiz a maximalidade do conJunto J,
jeJU{i}

logo S; N 69 S; @ N # {0}, o que implica que S; € @ S; & N, porque S; é simples. O
jeJ
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Como consequéncia deste lema, tomando o caso em que N = {0}, temos que para uma
representagdo ser semisimples basta que esta seja soma (nao necessariamente directa) de
representacoes irredutiveis.

A partir deste lema também temos que nas representagoes semisimples todas as suas
subrepresentagoes admitem um completemento (como espago vectorial) que também é uma

subrepresentagao.

Lema 5.2. Seja A uma dlgebra. Temos que A, como mddulo (a esquerda) sobre A, é

semisimples se e so se A for uma dlgebra semisimples.

Demonstracio. Uma das implicagoes do lema é consequéncia da definigdo de semisimplici-
dade. Portanto vamos sé olhar para a outra implicacao.

Relembremos que estamos a assumir que as algebras tém dimensao finita. Assim sendo, se
a representacao A é semisimples entao A =V, & --- &V}, com V; simples para todo o 7.
Seja W um A-médulo. Temos que W = 3 Aw;, onde {w;}ic; ¢ uma base de W, pois
A tem elemento unidade 1. Como Aw; é uzrill A-médulo, vamos entao mostrar que Aw; é
semisimples.

Sejam v; € V; C A tais que 1 = vy + -+ + v. Entdo aw; = a(lw;) = a(vyw; + - - - + vw;).
Logo Aw; = Aviw; + - - - + Avw;.

E suficiente entdo mostrar que Avjw; é nulo ou isomorfo a V.

Av; C Vj, logo, como V; é simples, temos que Av; = 0 ou Av; = V;. Se Av; = 0 entdo
Avjw; = 0. Se Av; =V entao Av; é simples.

Consideremos a aplicagao:

¢ Av; = Avjw;.
T — Tw;
Notemos ¢ ¢ um homomorfismo de A-moédulos e que ¢ ¢é sobrejectivo. Como Av; é simples,

temos que Kerp = 0 ou Kerp = Av;. Se Kergp = Av; entao ¢ = 0 e Avjw; = 0. Se Keryp =0

entdo ¢ ¢ um isomorfismo e Av;w; = V;, logo Avjw,; é simples.

Logo temos que W = ZI Avjw;, e como Avjw; é o espaco nulo ou é simples, temos, pelo
1€
1<5<¢
lema anterior, que W é semisimples. O]

Como as algebras de grupos como representacao sobre elas préprias sao semisimples, temos
que estas algebras sdo semisimples. Este resultado é conhecido por Teorema de Maschke.
Como tal, temos que uma subrepresentagao de uma representacao de uma algebra de grupo
¢é indecomponivel se e s6 se for irredutivel.

Da demonstragao do lema tiramos o seguinte corolario:
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Corolario 5.1. Seja A uma dlgebra semisimples. Todos os maddulos simples de A sdo

isomorfos a algum submaodulos do maodulo A.

Notemos que o Lema de Schur anteriormente visto continua a ser valido para representacoes
de algebras.

O préximo resultado, conhecido por Teorema de Wedderburn, é um resultado classico sobre
algebras, e como tal ndo sera aqui demonstrado. Este teorema serd necessario na prova do

resultado principal deste capitulo.

Teorema 5.1 (Teorema de Wedderburn). Seja A # 0 uma F-dlgebra (unitdria de dimensao

finita). As sequintes condigdes sio equivalentes.
1. A € semiprima, i.e., para todo o a € A temos que aAa = 0 implica a = 0;

2. A= M, (D)@ ® M, (Dy) para k > 1, ny,...,ng € Z>1 e D; dlgebras de divisao

de dimensdo finita sobre IF;
3. Todo o A-mddulo é semisimples;
4. A, como representacio sobre A, é semisimples;
5. Todo o ideal esquerdo de A € da forma Ae para algum idempotente e € A.

Relembremos que estaremos praticamente sempre a trabalhar com F a ser um corpo

algebricamente fechado e de caracteristica 0. Atentemos entdo no seguinte lema.

Lema 5.3. Suponhamos que A = M, (D;) & --- & M, (Dy) é uma F-dlgebra com
k,ny,...,ng >1e Dy,..., Dy dlgebras de divisao de dimensdo finita sobre F. Entao A tem

exactamente k classes de isomorfismo de representagoes irredutiveis distintas, representadas

k
por, digamos Vi, ..., Vi, com dimg V; = n; dimg(D;) para todo 0, e A= @ V2™,
i=1

Demonstracio. Seja A; = M, (D;). Por simplicidade, identificamos A; com a subélgebra

{0} ---a{0}® M,,(D;)®{0}d---®{0} de A.

Seja E}), € A; a unidade matricial de A; correspondente a entrada (j, k).

Definimos V; = A; B}, = D;E}, @ --- ® D;E}, ,. Entdo V; é um A-médulo com A;V; = {0}

para todo o 7 # j.

Vejamos que V; é um A-médulo simples. Seja {0} # W C V; um A-mddulo. Tome-se

0#w= %1 AjEjl € W, com \; € D;. Seja k tal que A\, # 0. Entao, para todo o j, temos

que A,;lEJj- W = E]Z , e assim W =V}, estabelecendo a simplicidade de V;.

Seja ¢ : V; = V, um A-homomorfismo, com i # ¢. Entao se e¢; = gjl E; ; € a identidade de
=

A; temos que ¢(V;) = o(e;V;) = e;0(V;) Ce;Vy=0. Logo ¢ =0e er_n particular V; 22 V.
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Mais geralmente, dado 1 < j < n; temos que
é um A-mdédulo simples isomorfo a V; e, como A-mddulos, temos
_ . i o~ T/ONg

Resulta assim que

k
A o~ @ V;EBM
=1

como A moédulos, com Vi, ..., V} irredutiveis e dois-a-dois nao isomorfos. Pela demonstracao
do Lema (ver também Corolario , qualquer representacao irredutivel de A é isomorfa
a V;, para um unico 1 < i < k.

Finalmente, dimy V; = dimp DZ-E{ 1D P DlEf% , = n;dimg D;. ]

Lema 5.4. Se D é uma dlgebra de divisao de dimensao finita sobre um corpo F

algebricamente fechado, entdo D = T.

Demonstragio. Seja n = dimg D. Entdo, dado a € D, temos que {a,a?, ..., a""t} é
linearmente dependente, logo existe um polinémio nao nulo p(x) € Flz] tal que p(a) = 0.
Como FF é algebricamente fechado todas as raizes de p estdao em [, logo a € F e assim
D=F. ]

O lema seguinte é um resultado que sera utilizado varias vezes ao longo desta secgao.
Lema 5.5. Seja A uma F-dlgebra.

1. Sejam Vi,...,V, A-mddulos tais que Homa(V;,V;) = 0 para i # j. Entao
Endy (EB V) & ET} Enda(V;) como dlgebras.
i=1

2. Sejam S, T representacoes irredutiveis e mao isomorfas da dlgebra A.  Entdo
Homa(S®™, T®™) =0 para todo o m,n € Z>1.

Demonstragio. Seja ; : 69 Vi — V; a projeccao (relativamente a decomposicao). Entao m; é
um homomorfismo. 7; tambem ¢ um A-homomorfismo pois paratodooa € A, v; € V;, temos
que m;(a(vy + -+ - +v,)) = mi(avy + - - - + av,) = av;, onde a tltima igualdade vem do facto
de cada V; ser uma representacao, e portanto av; € V;. Por sua vez, amj(v; +- - - +v,) = av;.
Notemos que se pegarmos num elemento v € é V; existem vy, ..., v, Unicos tais que v; € V;

i=1
eV =01+ "+ Up.
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Seja f € Endy (@ Vi> ev; € V;. Como V; é uma representagao entdo temos que 7, f|y; € um
i=1
A-homomorfismo de V; para V;. Se i # j entao, pelo lema de Schur, este A-homomorfismo

tem que ser a funcdo constante nula. Logo para todo o v; € V; temos que f(v;) € V;. Logo
flv, € Enda (V).

Definimos também para cada j € {1,...,n} as injecgdes candnicas ¢; : V; — é V;. Estas
injec¢oes sao também A-homomorfismos. B

Consideremos entao as seguintes funcgoes:

n

¢ : EndA(@ V;) — éEndA(V;)

=1 =1

f'_>(f|V17"'vf|Vn)

n

w @EndA %EndA(@V)

i=1
(fla"'afn)'_>Lloflo7T1+"'+Lnofno7Tn

Vamos ver que sao inversas uma da outra. Sejam f € Enda(@ V) e f; € End4(V;) genéricos.
Seja ainda v € @V, genérico e vq,...,v, 0s Unicos elementos tais que v; € V; e v =
vy + -+ v, Entao

D(@(N@) = D((flvis -5 Flv)) (@) = a(fln(m(©) + -+ e flv, (T (0)))
= u(flv (o) + -+ wlflvi(on) = for) + -+ flon) = f(0),

S(U(f1y oy fu)) (1, yvn) = @110 from 4+ -+ 410 fnom,) (v, ..., )
(1o fiom+-+tnofnom)lv, .., (1o fiom+-+t,0 fnom)|v.)(vi,...,v,)
=((t1ofiom)|vy-- s (tno from)lv,)(v1,. .., 0n)

= (fi,. s fu)(v1,. . 0n)

Logo temos que ¢ e v sao inversas uma da outra Finalmente resta ver que ¢ e ¥ sado
homomorfismos. Relembremos para f € End A(@ Vi) temos que fly, € Enda(V;). Entao

Qb(fog) = ((fog)lvla""(fog)hfn)
:(f‘vlog‘V17"'7f’Vnog’Vn)

= (flvi,-- s flv) o (ghvas -5 glv) = o(f) 0 &(9),

logo ¢ é um isomorfismo.
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Para ver que ¢ ¢ um homomorfismo comecemos por notar que m; 0¢; = 0 se ¢ # j e que

T; Ol = Id|VZ Entao

V(f1,- o o) ot(gry .- gn) = (1o from+ -+ 1,0 fpom,)o
(Hogrom + -+ +1,0¢,0m,)
=1 ofiomotogom+---+1,0 f,0M 0Ly 0GyOTy,
=upnofiogrom+---+ipofpogyom,

= w((f1,>fn) °(g1,--,9n)),

e portanto ¥ é um homomorfismo.

Vamos agora olhar para o ponto 2.

Seja f € Hom4(S9", T9™) = 0 uma funcdo ndo nula e s = (sq,...,s,) € S®" tal que f(s) #
0. Logo, entre os elementos (s1,0,0,...,0),(0,s2,0,...,0),...,(0,...,0,0,s,) pelo menos
um tem de ter imagem nao-nula por f, pois caso contrario, como f ¢ um homomorfismo,
terfamos que f(s) = 0, o que seria uma contradi¢do. Seja 5; = (0,...,0,s;,0,...,0) um
elemento tal que f(5;) # 0.

Seja S; = {0} @--- {0} S®{0}®---® {0} C S onde a parcela S estd na i-ésima
posicao. Temos entao que f |§ ¢ um A-homomorfismo nao-nulo. Notemos que S; = S.

Seja ; a projecgao de T¥™ na j-ésima parcela. Notemos que para todo o j € {1,...,m}
5;)) # {0}. Este k existe pois

temos que m; é um A-homomorfismo. Seja k tal que 7 (Im(f
Im(f|5) ndo é nulo.
Logo m o flg € Hom(S;, T'). Logo Hom,(S,T) é nao nulo, o que é impossivel pelo Lema
de Schur. Logo Hom 4 (S9", T9™) = 0.

[

Este é o ultimo lema antes de nos dedicarmos ao Teorema do Duplo Centralizador.

Lema 5.6. Seja A um F-dlgebra e E uma representacio semisimples de A de dimensao

finita. Entao temos o sequinte isomorfismo de A maodulos

E=PS® Homa(S, E),
S

onde a soma directa € feita sobre todas as representagoes irredutiveis de A de dimensdo finita,

a menos de isomorfismos, e a ac¢io de A em S ® Homy (S, E) é definida por a-(s® f) =
(as) ® f.
Demonstragio. Por hipétese, E = @ S%) com a(S) € Zso.

S
Vejamos que a(S) = dimpHomyu (S, E). Isso é consequéncia directa dos seguintes

isomorfismos (como espagos vectoriais):
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Hom4 (S, E) = Homy <S,@T@“(T)>
T

L, S.
>~ Hom (S, SP9)

(1)
= EndA<S)®a(S)

L. S.
o~

Fa(S)

b

onde L.S. refere-se ao Lema de Schur. O isomorfismo (1) é dado por f € Hom4(S, S%4))
(m oId,...,mus) o Id) € Enda(S)®*S) onde m; é a projecgio de S®*%) na sua i-ésima
coordenada, de forma andloga ao que foi feito no lema anterior.

Resta entdo provar que S®¥%) =~ S ® Homy (S, E) como A-médulos. Seja {e, ... s €a(s)}
uma base de Homu (S, E). Seja s € S genérico, seja ¢ : S ® Homy(S, E) — S%9 o
homomorfismo definido por ¢(s ®e;) = (0,...0,s,0,...0), onde o s estd na i-ésima posigao
do vector.

Facilmente se verifica que ¢ estd bem definido e é sobrejectivo. Como

dimg S =q(S) dimg S
=dimp S ® Homx (S, E),

resulta que ¢ é um isomorfismo de espagos vectoriais.

Finalmente, para todo o a € A temos que

dla(s®e;)) = plas®@e;) = (0,...,0,as,0,...,0) = ap(s ® ¢;),

logo ¢ é um isomorfismo de A-mddulos. n

5.2 Teorema do Duplo Centralizador

Podemos agora enunciar e provar um dos resultados fundamentais deste capitulo, o Teorema
do Duplo Centralizador, cuja demonstragao fard uso das ferramentas da teoria de anéis
e modulos que introduzimos na seccao anterior. Uma referéncia para este resultado é o
artigo [13], embora sigamos a formula¢ao mais geral de [7, Theorem 5.18.1]. Para facilitar o
enunciado deste teorema comecamos esta secgao com a nocao de produto tensorial de duas
algebras.

Sejam A e B [F-algebras. Entdo o produto tensorial A ® B é ainda um F-algebra com

multiplicagao determinada pela regra

(a®b)(d @) =ad @bV
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para todo o a,a’ € Ae bV € B.
Se V' é uma representagdo de A dada pelo homomorfismo p : A — Endp(V) e W é uma
representagao de A dada por 7: B — Endgp(V'), entao o produto tensorial V' ® W tem uma

estrutura de representacao de A ® B associada ao homomorfismo

pRT:A® B — End(V @ W).
a®b— pla)®T(b)

A acgdo é assim determinada por (a®b)- (v@w) =a-v@b-wparaa € A,be B,ve Ve
weWw.

Estamos assim em condigoes de enunciar e provar o Teorema do Duplo Centralizador, que
¢ a base da dualidade de Schur-Weyl e das suas generalizagoes, que serdo objecto deste

capitulo e do proximo.

Teorema 5.2 (Teorema do Duplo Centralizador). Seja E um espago vectorial de dimensao
finita sobre um corpo F algebricamente fechado. Notemos que Endp(E) é uma F-dlgebra.

Seja A C Endp(E) uma subdlgebra unitdria semisimples. Seja B = Enda(E). Entdo:
2. B € semisimples;

3. Como representacio de AQ B, E decompoe-se como E = @,;c; Vi@W;, onde {V;} é um
conjunto de representantes das classes de isomorfismos dos A-mddulos simples e onde
{W;} é um conjunto de representantes das classes de isomorfismos dos B-mddulos

simples.

Em particular existe uma bijeccao entre as classes de isomorfismo de A-mddulos simples e

as classes de isomorfismo de B-modulos simples.

Demonstragio. Como A C Endp(E) temos que E é uma representagao de A para a accao

fre=fe)

para todo o f € A e e € E. Analogamente temos também que E é uma representacao de
B.

¢

Como A é semisimples e tem dimensao finita, temos que A = @ V" onde {V;,...,V;} é um
i=1

conjunto completo de representantes de todas as classes de isomorfismo de representacoes

irredutiveis de A. Pelo Corolario [5.1, podemos assumir que V; é um submédulo de A, para
todo o 1.
Como A é semisimples de dimensao finita e F é algebricamente fechado, resulta do Teorema

de Wedderburn, do Lema [5.3] e do Lema que n; = dimV;. Em particular, dim A =
¢
> (dim V;)2

=1
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Passo 1: Ver que F = 69 Vi@Homyu(V;, E) com a; = dimp Homy (V;, E) > 1e {Vi,...,Vi} é

um conjunto completo de representantes das classes de isomorfismo de A-mddulos simples.

Como E é uma A-mddulo e A é semisimples, temos que £ = U; & --- @ U, onde U; é uma
subrepresentagao irredutivel de E.

Vamos agora ver que todas as representacoes irredutiveis de A sdo isomorfas a alguma
subrepresentacao de F.

Como A C Endy(E), para cada e € E consideremos a seguinte aplicacao:

..V, - FE

v v(e).

Como V; C A C Endp(E), a acgdo de A em V; é a composi¢ao. Logo podemos deduzir que
0. ¢ um A-homomorfismo.

Se v € V; \ {0} entdo existe e € F tal que v(e) # 0, pois v € Endg(FE) \ {0}. Logo 6. # 0.
Entao existe uma projeccao m; : £ — U; tal que mj(v(e)) # 0. Logo m; 06, : V; = U; é um
A-homomorfismo nao nulo, logo, pelo lema de Schur, V; = U;.

¢
Temos entao que £ = @ V., com a; > 1.

i=1
Como vimos no Lema podemos concluir que a; = dimpHom 4(V;, F). Por este resultado,

‘
temos que £ = @ V;@Homy(V;, E), onde A actua somente sobre o lado esquerdo do produto
i=1
tensorial. Definimos W; = Homy(V;, E).

Passo 2: W; = Homy(V;, E) é uma representagao irredutivel de B e W; = W, < i = j.

Dado b € B = Enda(E) e ¢ € W, temos que bo ¢ € Homa(V;, E) = W;, logo W; é um

B-médulo e W; # {0}

Seja ¢ € W; \ {0}; queremos ver que W; = B¢p. Como ¢ # 0 entdo existe v € V; tal que
¢(v) # 0. Entao ¢(V;) # 0 e por simplicidade de V; temos que ¢(V;) = V;, i.e., ¢ é um

A-isomorfismo sobre a imagem e esta ¢ isomorfa a V;. Em particular, como ¢(V;) é simples,

é gerado, como A-mdédulo, por ¢(v).

Como F é semisimples como A-modulo, pelo Lema existe um A-médulo K C F tal

que E = K & ¢(V;). Seja ¢ € W; genérico e 7 a projeccao de E em ¢(V;) relativamente &

decomposicao E = K @ ¢(V;). Seja b:=1o¢ ' or € B. Notemos que bp(v) = 1)(v) para

todo o v em V;, logo bgp = ). Logo W; ¢ irredutivel.

Vamos agora ver que W; = W; < i = j. Seja ¢ € W; \ {0} a injecgdo de V; em E ¢

seja m € Homyu(E,V;) a projeccao correspondente tal ot = Idy,. Tome-se i # j. Seja

7 =tom € B. Suponhamos que existe 0 : W; — W; um isomorfismo de B-moédulos.

Entao 6(y:) = v(0t) = (tom)(6e) e como O € W; entao m(#e) = 0 pelo Lema de Schur, pois

i # j. Por outro lado, vt = ¢ # 0, logo 0(¢) # 0, por € ser um isomorfismo, o que é uma

contradicao. Logo W; e W; nao sao isomorfos se i # j.
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Passo 3: B é semisimples e {Wj,...,W,;} é um conjunto completo de representantes das

classes de isomorfismo de B-mddulos.

Temos:

B = Endu(E)

¢
= Endy (@ V;EBGZ)

i=1

—
[
~

I¢
EBN

EHdA (V;@ai )

=1

—~
N
~

I
,EBN

Ma (EndA(‘/l))

i

=1

I
@e\

Mo, (F)

1

<.
Il

onde a ultima a igualdade é consequéncia do Lema de Schur, pois F é algebricamente fechada.
O isomorfismo (1) decorre do Lema [5.5/ pois Hom 4 (V%" Vj@aj) =0sei#j.

Resta entao justificar o isomorfismo 2. Fixemos entdao i. Pretendemos provar que
End 4 (V%) = M, (End(V;)) como algebras. Seja m a projeccio de V;** na k-ésima
coordenada e ¢; a injecgdo de V; em V;*% na j-ésima coordenada. Atribufmos a f €
End4 (V") a matriz que admite na entrada (k,j) o termo 7, o f o ¢; € Enda(V;).
Reciprocamente, cada (my;)p; € M, (Enda(V;)) permite definir de forma tnica f €
End 4 (V;%*) tal que 7 0 f o tj = myj, para todo 1 < k,j < a,. Estas correspondéncias
sao homomorfismos de dlgebras inversos uma da outra.

Logo, pelo Teorema de Wedderburn, B é semisimples. Resulta do Lema que ha
exactamente £ classes de isomorfismo de B-modulos simples. Logo, pelo que foi visto, temos
que {Wi,...,W,} é um conjunto completo de representantes das classes de isomorfismo de

B-moédulos simples.
Passo 4: A = Endg(F)

Finalmente, vamos ver que A = Endp(F). Pela definicdo de B podemos concluir que

Para provar que sao efectivamente iguais basta ver que tém a mesma dimensao. Ora,

(1)
Endp(E) = Endg(PV: @ W)

2 Bnd (€ W)

=~ (B Endg(W;™")

= P Maim(vy)(Endp(W;))
= D Maim (v, (F)
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Logo a dimensdo de Endg(F) ¢ 3 (dimV;)?2., que pelo que vimos no inicio desta demonstragao
coincide com a dimensao de A. ,

Como A-moédulo temos que F = @ V% e VO =V, ® Homy (V;, E) onde a accio de A é
dada por a - (v; ® ¢;) = av; ® ¢;. =

Vejamos que V%% é ainda um B-médulo de E isomorfo ao B-médulo V; @ Hom4(V;, E),
com a acc¢ao dada por b- (v; ® ¢;) = v; ® bep;.

Com isto temos justificado os isomorfismos (1) e (2).

De facto, dado b € B = End4(F), como HomA(V;@“i,Vj@aj) = {0} para i # j, pelo Lema
, resulta que b(V;**) C V;** o que prova que V;°* é um B-submédulo de E.

Além disso, o isomorfismo de A-médulos ¥ : V; @ Homu(V;, E) — V;%* determinado por
Y(v; @ ¢3) = m; 0 ¢i(v;) onde 7; : E — V2% é a projeccio, é compativel com a accio de B
j4 que 7; € Homp(E, V%) e

Y- (v ® @) = P(vi ® bgi) = m; 0bo dy(vi)
=bomo¢i(v;) =b-P(v; @ ¢;).

]

Chamamos Dualidade de Schur-Weyl a esta correspondéncia bijectiva V; <« W;, as
representacoes irredutiveis das dlgebras A e B nas condi¢oes do Teorema, que nao s garante
que A e B tém o mesmo numero de classes de isomorfismo de representacoes irredutiveis,

como existe uma relagao entre V; e W;, nomeadamente W; = Hom(V;, E).

5.3 Teorema de Schur

Um exemplo classico da dualidade de Schur-Weyl é o caso em que uma das algebras
envolvidas no enunciado do Teorema do Duplo Centralizador é a 4dlgebra de grupo do grupo
simétrico.

Neste sentido seja V um espaco vectorial de dimensao finita, £ > 1 ¢ E = V®*. Entdo S,

actua em F do seguinte modo:

o - (/Ul R ® Uk) = 'Ua__l(l) Q- ®'U0-—1(k).

Usa-se 0! nos indices para obrigar o1(03 - v) = (0109) - v para todo 01,05 € S e para todo
v e Vek,

Atentando entao neste espago vectorial E, pode-se dizer que g € GL(V') actua em E fazendo-
se actuar em cada componente de E, i.e., g- (01 Q- Qug) = gv; ® -+ - @ guy.

Uma vez que usamos a teoria de representagao do grupo Sg, nesta secgao voltamos a tomar o

corpo C dos complexos como corpo base. Apesar de GL(V') ser um grupo infinito, podemos
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ainda considerar a algebra de grupo CGL(V) como o conjunto dos elementos da forma

> Agg tal que {g € GL(V) : Ay # 0} é finito.
geGL(V)

Entao CGL(V) é ainda uma &lgebra cuja multiplicagdo é induzida pela composigdo em
GL(V) e E = V® & uma representagao de CGL(V).

Sejam p : CGL(V) — End¢(E) e 9 : CSy — Endc(F) as representagoes correspondentes.
Sejam A = Imv e B = Imp.

Seja g € GL(V) e 0 € S. Como

g-(0- (@ Qu))=g- (1)@ B V1(p)
= gUs-1(1) @+ + & gUs-1(k)
=0 (g1 ® - ® gug)
=0-(g-(® - ®w)),

temos que B C Endy(FE) e A C Endg(F).

Além disso, como CS) é uma algebra semisimples, como vimos anteriormente, temos que
o mesmo se verifica com a sua imagem homomorfa A = Imv. Portanto, para estarmos em
condigoes de aplicar o Teorema do Duplo Centralizador é preciso estabelecer igualdades em
B C Enda(E) e AC Endg(E). A prova de que estas inclusoes sdo na realidade igualdades
¢ um resultado conhecido por Teorema de Schur. A demonstracao que apresentamos é
baseada em [9, Theorem 4.2.10].

Teorema 5.3 (Teorema de Schur). Sejam V, E = V®* A = 9(CS;) e B = p(CGL(V))

como acima. Entdo
B = Endy(E) e A= Endg(E).

Demonstragdo. Como foi observado, A é semisimples e B C End 4(V®*), logo pelo Teorema
do Duplo Centralizador basta mostrar que Endcg, (V®*) = End4(V®*) C B.

Seja {e1,...,e,} uma base de V. Para cada k-tuplo I = (iy,...,4;) € {1,...,n}* definimos
er =€, @+ ®e;,. Notemos que {er}req, ny+ forma uma base de V ek,

Seja T' € Endcs, (V®*). Seja (ars) a matriz de T relativamente & base {e;} antes vista.

Temos entao que Tey = > ;as jey.
Passo 1: Ver que a; j = o717 para todo o € Sy.

Seja o € S um elemento genérico. Temos entao que
Toey=Tey; = Z a1,6J€I,
I

ole; =0 arje; =Y arjeqr,
1 i

onde ol = U(il, Ce ,ik) = (ig_l(l), Ce ,ig_l(k)).
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Como T comuta com o temos que Toe; = oTey;. Logo temos que para todo o € Sy,

I,Je{l,...,n}* se tem as ,; = a,-1; . Esta dltima igualdade equivale a

arjg = Qgl,0,J, (51)

para todo I,J € {1,...,n}* e o € ;.
Passo 2: Criar uma forma bilinear em Endcg, (V) e ver que esta é nao-degenerada.

Consideremos agora a seguinte forma bilinear simétrica nao-degenerada em Endc(V®*):

(X,Y) = tr(XY).

Vamos ver que esta forma ¢ ndo-degenerada em Endcg, (V).

Comecemos por definir a seguinte funcao

7 Ende (V) — Endcs, (V)

1 1
X — il Z cXo .
ocESE

Esta func¢do é uma projecgdo. Se (—, —) for degenerada em Endcg, (V®*) entdo existe aqui
um 7' # 0 tal que (Endeg, (V®F),T) = 0.

Seja X € Endc(V®"). Por hipétese temos que 0 = (7(X),T) = 4 Xoes, tr(cXo™'T).
Agora basta ver que 0 Xo !T = oXTo ! por definicio de T e que tr(cXTo™!) =
tr(To o X) = tr(TX).

Logo 0 = (7(X),T) = % Yses, tr(ITX) = (X,T). Como (—,—) é ndo-degenerada em
Endc(V®) e X € Endc(V®*) é arbitrario, resulta que T' = 0, o que contradiz a hipétese.
Logo (—.—) é nao-degenerado em Endcg, (V).

Passo 3: Ver que dim(Endcg, (V®*)) = dim(B) + dim(B*), onde B+ ¢é o ortogonal a B em

Endcs, (V®*) relativamente a forma bilinear.

Comecemos por considerar as duas fungoes seguintes:

0 : End(CSk (V®k) — EndCSk<V®k)*

X = (X7 _)
¥ : Endeg, (VEF) — B*
X = <X7 _)

Olhando para a fungdo 1 podemos concluir que dim(Endcg, (V®*)) = dim(ker(y)) +
dim(Im(v))), e ker(1)) é exactamente a definicio de B*.



o6 CAPITULO 5. DUALIDADE DE SCHUR-WEYL

Como (—,—) é nio-degenerado em Endcg, (V®*) temos que 6 tem de ser injectivo e como
Endcs, (V®*) tem dimensdo finita entdo 6 é sobrejectivo.

Seja f € B*, seja X um complementar de B em Endcg, (V®*). Entao existe g €
Endcs, (V®*)* tal que glg = f e glx = 0. Pelo que ji vimos, existe y € Endcg, (V®) tal
que g = 0(y). Encontrado este y, podemos concluir que f = ¥ (y). Logo 1 é sobrejectiva.
Logo dim(Im(¢)) = dim B* = dim B.

Passo 4: Ver que B+ = {0}.

Seja g € GL(n,C), representado pela matriz (g;;)1<i j<n relativamente a base {es,...,e,}
de V. Entdo a entrada (I,.J) da matriz da accdo de g em V& p(g), é dada por gr; =
Givjr * -+ Gipjr- Fixemos T' = (ar ;) € B+. Temos entdo que:
0=(T,plg) = Z ar.ggs,1 (5.2)
I,Je{l,...,n}k
= Z ar, g9 i - G (53)
I,Je{l,...,n}k

Entao, dado X = (z; ;) € M, (C) definimos

F(X) = Z aI,ijL’h .. 'xjkﬂ'k'
I,Je{l,...,n}k

Se X tem determinante diferente de 0, este pode ser visto como um elemento de GL(V),
logo podemos concluir de que X — det(X)F(X) é a funcdo constante igual a 0. Como
C ¢é um corpo infinito, podemos identificar a funcao definida em M, (C) com polinémios nas
n? varidveis z; jcom 1 <4, 7 <n. No que resta da prova usaremos esta identificagao.
Como det(X)F(X) é um polinémio nas entradas de X e X — det(X) ndo é a fungao nula,
entao F' tem de o ser.

Vamos agora ver que isto implica que T' = (az ;) = 0.

Seja Z = {(I,J),I,J € {1,...n}*}. Temos que o € Sy actua em = via o(I,J) = (ol,0J).
Como T € Endcs, (V®) temos que a fungao

=—=C
(I,J)P—)(ZLJ

é constante nas orbitas de S, em =, por (5.1)).

Temos entao a seguinte relagdo de equivaléncia em =:

(I,J) ~ (I',J)) & 3o € Sy : (1, ) = o(I', J)

Seja I' um conjunto completo de representantes das diferentes classe de equivaléncia.
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Seja xrg = Ti, i ... X 5. Notemos que Ty,7.7 ¢ somente uma permutacao dos factores
v 1,J1 ksJk ,od
de x1,J, IOgO X1,Jg = ZTol,oJ-
Logo,
F(X)= > argzy
I,Je{l,..,n}k
= Z Ny Gy Ty

yel’

onde n, = |Siy| é o cardinal da 6rbita de v, e, se v = (I,J) entdo a, = a;; e 5 é o

representante em ' da classe de equivaléncia de (J, I).
Logo F(X) = 0 implica a, = 0 para todo o v em I', uma vez que os z, sdo linearmente
independentes e que n., ¢ inteiro positivo.

Logo T tem que ser a matriz nula, o que prova o teorema. ]

Vejamos agora com mais detalhe a construcao que fizemos. Como anteriormente, sejam

p: CGL(V) — Endc(V®) e
¥ : CSp — Endc(VEF),

e sejam ainda Z = kerp e J = kerd). Entao A = Imv = CS;/J e B =1Imp = CGL(V)/T.
Seja R C CS) um complemento de J (como espaco vectorial). Se A = Im1) entdo temos
que A = Y(R) e que ¥|g é uma bijecgdo sobre a imagem. Se W é uma representagao de A
entdo W é uma representagao de CSy para a ac¢ao g - w = 9(g) - w, para todo o g € CSy, e
w € W. Logo, para todo o j € J e w € W temos que j - w = ¥(j)w = 0w = 0.

Por outro lado, se W é uma representacao de CSy tal que J - W = 0 podemos definir uma
acgao de A em W dada por a - w = 9|5z'(a) - w para todo a € Aew € W.

Assim, existe uma correspondéncia bijectiva entre o conjunto das representacoes de A e o
conjunto das representagoes W de Sy, tais que J-W = {0}, e analogamente para B e GL(V).
Estas correspondéncias preservam o isomorfismo, a irredutibilidade e as somas directas. Em
particular, isto justifica a semisimplicidade de A e, pelo Teorema do Duplo Centralizador,
implica a semisimplicidade de B, embora CGL(V) possa nao ser semisimples.

Recordemos que, a menos de isomorfismo, as representacoes irredutiveis de Si sao
parametrizadas pelas particoes de k. Mais concretamente, dado A\ + k, V), = CSicy € a
respectiva representacao irredutivel de Sj.

Seja Pr = {\ F k : JV, = {0}}. Entao {V) : A € P} é um conjunto completo de
representantes das classes de isomorfismos das representagoes irredutiveis de A e qualquer
representacao de A é isomorfa a uma soma directa de elementos deste conjunto.

Obtemos entao o seguinte resultado fundamental, que contribui em alguns dos aspectos da
dualidade de Schur-Weyl.
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Corolario 5.2. Ezistem representacoes irredutiveis de dimensdo finita de GL(V'), duas-a-

duas ndo isomorfas, S*, para cada \ € Py, tal que, como representacio de A ® B,

Vek > (B v, @ SN
AEPy
Além disso, dim S* é a multiplicidade de Vy na decomposicio de VEF em soma directa de

representacgoes irredutiveis de Sy.

Notemos que se dimV > k entdo ¢ é injectiva. De facto, se eq,...,e, sdo elementos

linearmente independentes de V e = 3, n,0 € ker v, entdao obtemos

O=p- (1 ®e®@ - Qep) = Y Nol€r1(1) ® €r1(2) @+ @ r1(1)),
o€Sk

o que implica que n, = 0 para todo o o € S, porque os elementos €,-1(1) ® €,-1(2) @ *+* ®
€s-1(k) COM 0 a variar em Sy sao linearmente independentes em Ve Logopu=0edé
injectiva. Assim, J = {0}, que por sua vez implica que P) contenha todas as partigoes de
k. Assim sendo, para todo k nestas condigdes e para toda a particdo A de k, temos que a
representacdo irredutivel S* é isomorfa a alguma subrepresentacdo de V¥, se virmos este
como representagao de GL(V).

Finalmente vamos ver o seguinte lema, que nos descreve de modo mais explicito o que é o

espaco S, mais propriamente, mostra que S* = ¢,V ¥,

Lema 5.7. Seja ¢\ € CSy como definida anteriormente. Seja V) a representacdo irredutivel

de CSy, associada a X. Temos entdo que
Homes, (Vy, VEF) 22 e, V&

como GL(V')-médulos, onde g € GL(V) actua em Homgcs, (Vy, VE*) via g- f = go f para
todo o f € Homgg, (Vy, V).

Demonstragio. Gracas ao Teorema de Schur temos que geyVEF = c gV C ¢ V&, logo
e V@ & efectivamente um GL(V)-médulo.

Consideremos a seguinte funcao

w : Hom(CSk (V)\, V®k) — C)\V®k.
= flen)

Relembremos que V) = CSicy, que ¢ = nycy e que VAV, # {0}, logo temos que ny # 0 (ver
Lema 4.2 e prova do Lema . Assim sendo, temos que f(cy) = f(ny'c2) = ceaf(ny'ey) €
c V% e portanto a funcio 1 estd bem definida.

Vamos agora ver que ¢ ¢ um homomorfismo de GL(V')-médulos.
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Sejam f, g € Homgg, (V, V®*) e a € C. Como

Y(f +ag) = (f +ag)(en) = flen) +agler) = o(f) + av(g),

entdo ¢ é um homomorfismo. Resta entdo ver que ¢ comuta com a acgdo de h € GL(V).

Temos entao que

P(hf) = (hf)(ex) = h(f(ex)) = hy(f).

Logo 1 é um homomorfismo de GL(V')-mddulos.

Falta entao ver que a funcao v é bijectiva.

Vamos comegar por estudar a sua injectividade e para isso vamos ver qual é o nicleo de .
Se f(ca) = 0 entao

0= f(ex) = CSif(en) = f(CSker) = f(V),

e portanto f tem que ser a fun¢ao nula. Logo temos que 1 é injectiva.
Falta ver a sobrejectividade de 7. Seja b = cyv € ¢, V&, com v € V®*. Definimos a funcao
f: Vo — V& dada por f(w) = ny'wb € CSrc,VE* C V para todo o w € Vj. Facilmente

se verifica que f € Homgg, (Vy, V®). Notemos ainda que

Y(f) = flen) =nyleb=ni'cv = cyv =1b.

Logo 1 é sobrejectiva, o que conclui a demonstragao. O]
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CAPITULO 5. DUALIDADE DE SCHUR-WEYL



Capitulo 6

Dualidade de Schur-Weyl e Caminhos

em Cubos

Neste capitulo vamos abordar o conceito de grafo de representacio de G associado d
representacio V e estudar a matriz de adjacéncia deste grafo. Vamos estudar o caso
particular em que G = Z3 e V é uma representacao de GG de dimensao n. Recorrendo a
dualidade de Schur-Weyl, vamos procurar descrever as representacoes irredutiveis da algebra
centralizadora Endg(V®*). Vamos ainda estudar esta algebra centralizadora no caso em que
G ¢é o grupo hiperoctaedral.

O capitulo expoe os resultados do artigo [2] e baseia-se nesse mesmo artigo, embora algumas

provas tenham sido simplificadas.

6.1 O Hipercubo

Sejam G um grupo (finito), V uma representacio de G e {G, | A € A(G)} um
conjunto completo de representantes das diferentes classes de isomorfismo das representacoes
irredutiveis de G, onde A(G) é somente um conjunto de indices, com um indice por cada
classe de conjugacao de G. Temos entdo que toda a representacao de G é isomorfa a
uma soma directa unicamente determinada (a menos de permutacao das parcelas) destas
representacoes irredutiveis.

Como todo o grupo admite a representagao irredutivel trivial, vamos considerar 0 € A(G) e
chamar G a representagao irredutivel trivial.

Vamos entdao criar um grafo orientado em funcao de G e V', designado por Ry (G), cujos
vértices sao os elementos de A(G). O ndmero de arestas que ligam X a p é ay,,, onde ay,
¢ a multiplicidade de G, em G\ ® V. Este grafo chama-se o grafo de representagao de G
associado a V.

A partir de agora usaremos a notacao nV para representar V™. Nesta nova notacao, a
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propriedade (V&)™ = V&wm pode ser facilmente reescrita como m(nV) = mnV, tornando
a utilizacao desta propriedade mais intuitiva.

Dada esta definicao de ay , e esta nova notagao temos que:

G>\ &® V= @ CL)\’MGM.
HEA(G)
Seja entao A a matriz de adjacéncia deste grafo. A proposigao seguinte mostra que a entrada

(A, ) da matriz A* corresponde a multiplicidade de G, em G, @ V&

Proposicao 6.1. Seja A a matriz de adjacéncia de um grafo de representacio Ry (G), em
que as linhas e as colunas estdo indexadas pelos elementos de A(G). Seja ay,r a entrada
(\, ) de A*. Entao

GV = @B aruuGy (6.1)
HEA(G)
Demonstragdo. Vamos provar isto por inducao em k. O caso k = 1 corresponde a defini¢ao
de Ry (G) e de matriz de adjacéncia.
Vamos assumir que a igualdade se verifica para algum k£ > 1, e ver que isto implica a
sua veracidade para k + 1.

Temos,

GVl =g, V¥ oV

1l ( @ ax’“,kG“> RV

HEA(G)

= @ a)\,u,kGu@)V
HeEA(G)

= @ Q) p,k @ a'u,l/,lGll

HEA(G) veA(G)

= @ X,k Qpp,1 Gua
wvEA(G)

onde H.I. refere-se ao facto de estarmos a utilizar a hipétese de inducao. Fixando v, temos

que Y ax,rQu1 ¢ exactamente a entrada (A, ) do produto das matrizes A* e A, e este
ReA(G)

produto por sua vez é A*1 o que conclui a demonstracao. O

Nota. Temos que ay ,j é o nimero de caminhos no grafo Ry (G) de A até p de comprimento

k. Este facto bem conhecido prova-se facilmente por inducao.

Consideremos agora que V' é uma representagao de dimensao n e seja {ey, ..., e,} uma base.

Considerando esta base, podemos definir a accdo do grupo simétrico S,, em V dada por
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permutacao dos elementos da base. Com isto, temos que a acc¢ao de cada elemento do grupo
simétrico esta associada a uma matriz que é uma matriz de permutacao correspondente.

Consideremos as matrizes escritas nesta base obtidas a partir das matrizes de permutacao,
mas onde as entradas diferentes de 0 podem ser 1 ou —1. Este conjunto de matrizes forma

um grupo chamado Grupo Hiperoctaedral, que se denota por G(2,1,n).

Nota. Esta notagao para o grupo hiperoctaedral deve-se ao facto de este grupo fazer parte
de uma familia de grupos que dependem de trés argumentos p, m e n. Temos que G(p, m,n) é
o subgrupo do semigrupo multiplicativo M,,(C) gerado pelas matrizes de permutagao e pelas
matrizes diagonais com entradas da forma ¢, ..., (" onde 4y,...,i, €N, iy + -+, =0

(mod m) e ¢ é uma p-ésima raiz primitiva da unidade.

Na sequéncia da nota, temos que o grupo hiperoctaedral admite dois subgrupos particu-
larmente interessantes, pois sdo disjuntos (a menos do elemento neutro) e juntos formam
um conjunto de geradores do grupo. Um destes subgrupos é grupo formado pelas matrizes
de permutacao, que é isomorfo ao grupo simétrico, e o outro subgrupo ¢ o grupo formado
pelo conjunto das matrizes diagonais onde a diagonal s6 admite elementos 1 ou —1. Este
segundo subgrupo ¢é isomorfo a Z%, sendo consequentemente abeliano.

Como ZY é abeliano, todas as suas representacao irredutiveis tém dimensao 1, logo Z% tem
tantos elementos como classes de isomorfismo de representagoes irredutiveis.

Para todo o a € Zj vamos criar uma representacao V, de Zj de dimensao 1, e
consequentemente irredutivel. Como V, tem dimensao 1, podemos dizer que V, = Cu,.
Definimos a acgdo de Z3 em V, por bv, = (—1)"%v,, onde b € Z3 e b- a é o produto interno
usual entre vectores. Daqui em diante - serd usado exclusivamente para denotar o produto
interno entre vectores.

Vamos ver que esta operacao é efectivamente uma accao. Sejam a,b,c € Z3. Observemos
que

(a + b)vc _ (_1)(a—i-b)~cvC (2 (_1)(a+b).cvc _ (_1>a-c(_1)b.cvc — a(bvc).

A esquerda de (1) o sinal de adigao representa a soma de elementos de Z} e a partir daqui o
sinal de adi¢ao representa a soma de elementos de C". Como estamos a trabalhar com uma
poténcia em que a base ¢ —1, e (—1)? = (—1)?, temos que em ambos os lados da igualdade
o coeficiente de v, € o mesmo. Logo temos de facto que V. é um Z5-mddulo.

Consideremos agora a,b € ZJ tais que a # b. Vamos ver que V, 2 V.

Seja ¢ : V, = V, um Z3-homomorfismo. Para todo o ¢ € Z% temos que

chp(vy) = cAvy = A(—1)“Puy
¢(cva) = A((=1)""va) = A(=1)""vp.
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Logo, como ¢ é um Zj-homomorfismo, se A for diferente de 0 entao para todo o ¢ € Z}
temos que (—1)¢® = (—1)¢%, e isto implica a e b a serem iguais em todas as suas entradas.
Logo V, e V}, sdo isomorfos se e s6 se a = b.

Temos entdo encontradas todas as representagoes irredutiveis de Z% (a menos de isomor-
fismo).

Uma propriedade interessante destas representagoes irredutiveis é a seguinte:
Lema 6.1. Sejam a,b € Z5. Entao:
Ve @V = Vg,

Demonstracao. Os dois espacos tém dimensao 1 porque V, ® V;, = Cv, ® vy,
Ja sabemos como é que ¢ € Z7 actua em V,,;, logo basta ver como é que ¢ actua num

elemento nao nulo de V, ® V;:
c(ve @ 1) = (=1)¢(=1)0, @ v = (—=1)°y, @ v,
o que coincide com a acgdo de ¢ em V, 1y, logo V, @ V;, = V4. O

Seja V=V, ®---®V,, onde ¢ é o elemento de Z que tem todas as entradas iguais a 0
excepto a i-ésima, que € 1.

Utilizando o tltimo lema, vamos procurar descrever Ry (Z4). Comecemos por ver que, para
a € Z5, temos que V,QV =V, &---BV 4., , 0 que implica que hé exactamente uma aresta
que liga a a todos os elementos de Zj que diferem de a em exactamente uma coordenada.
Como a + €; + €¢; = a, temos que se a estd ligado a um elemento de Z} entao este também
esta ligado a a. Dada esta simetria que existe nas arestas do grafo podemos simplesmente
considerar cada par de arestas que ligam um mesmo par de vértices (em sentidos opostos)
como sendo uma s6 aresta, e assim temos um novo grafo nao orientado. Como cada elemento
de Z% estd ligado aos elementos de Z3 que diferem em exactamente uma coordenada, temos

que Ry (Z%) é o hipercubo de dimensao n (também conhecido por n-cubo).

6.2 Matrizes de Adjacéncia

Seja G um grafo nao orientado e seja V o seu conjunto de vértices. Seja A a sua matriz
de adjacéncia. Neste caso as linhas e colunas de A estao indexadas pelos elementos de
Y. Como G é nao orientado temos que A é uma matriz real e simétrica. Logo temos
que A é diagonalizavel e tem valores préprios reais \,, com u € V, com vectores proprios
associados €, = (€,.4)wey, onde estes vectores préprios sdo ortonormados. Usaremos a
terminologia caminho para designar uma sequéncia de vértices tais que para cada par de
vértices consecutivos existe uma aresta que incide em ambos os vértices. Assim sendo, temos
que um caminho pode passar multiplas vezes por um mesmo vértice.

Provas alternativas dos resultados desta secgdo podem ser consultadas em [12].



6.2. MATRIZES DE ADJACENCIA 65

Proposicao 6.2. O numero de caminhos em G do vértice v para o vértice w de comprimento
k é:

> e uCwut

uey
Demonstracao. O nimero de caminhos em G de v para w de comprimento k é a entrada
(v,w) de A*.
Temos que € ' Ae = D é a matriz diagonal formada pelos valores préprios, onde € é a matriz
de mudanca de base cujas colunas sao as coordenadas dos vectores préprios €,. Como esta

base é ortonormada, temos que € é uma matriz ortogonal. Entao:

(e 'Ae)k = D*

o AP = eDFe
Logo, a entrada (v,w) de AF ¢ dada por 3> €, AFel = > €, u ey 0. O
ugy ’ ugy

Vamos agora considerar o caso particular em que G é grafo da representagao do grupo Zj

relativamente a uma representacao V', ndo obrigatoriamente aquela que torna Ry (Z%) no

hipercubo.

Seja S um subconjunto arbitrario nao-vazio de Zj. Seja Vg = @ V,. Pelo que vimos
seS

anteriormente, temos que V, ® Vg = @ V4. O nosso objectivo passa por estudar Ry, (Z5),

ses
mais particularmente os valores e vectores proprios da matriz de adjacéncia destes grafos.

Vamos também definir uma funcao h : Zj — Z>o que atribui a a € Z% o numero de entradas

do vector a diferentes de 0. Esta funcao é conhecida como o peso de Hamming.

Lema 6.2. Tendo em conta as definicoes acabadas de fazer, seja As a matriz de adjacéncia

de Ry, (Z3). Entao para cada a € ZY temos que A, = Y. (—1)** € valor préprio de Ag, com
s€S

vector préprio associado €, = Y. (—1)*%b, onde b é o vector coluna 2" x 1 com 0 em todas
beZn

as entradas excepto na associada a b, que tem valor 1.

Demonstracao. Vamos entao verificar que isto é verdade, calculando Age,. Para isto vamos
comecar por ver quanto é Agb. Este produto é exactamente a coluna associada a b de Ag.

Seja S = {s1,...,58m}, com |S| = m. Entao
%@VS:VLL(@(%I@"'@‘/&R):%+51@“'@Va+sm.

Se b = a+ s entdo a = b+ s, pois estamos em Z7, logo a coluna b de Ag vale 0 em todas
as entradas menos nas associadas a elementos da forma b+ s com s € S, que tém valor 1.
Logo Asb= Y b+ s.

seSs
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Portanto:

ASEa :AS Z (_1)a.bb

bezn

=D (~1)""Asd
beZp

=3 (=) b+s
beZy sES

=> > (-1)"b+s
SES bELD

=3 > (=)re
SES ceLy

=YY (e
seS cELy

— Z(—l)“'sea
SES

=As€q-

Notemos que, fixando o s e fazendo variar b em Z7, b + s ¢é igual a cada um dos elementos
de Z§ exactamente uma vez, logo podemos fazer a mudanga de variavel ¢ = b + s e mudar
também o indice do somatdério para c € Zj. ]

. . . . < S .
Vamos ainda ver que os vectores €, com a € Zj sao dois-a-dois ortogonais, calculando o
produto interno (usual) entre vectores desta forma.

€ o= Y (-1 (=1)"" = 3 (—1)lete)?
beZy beZy

Se a = a' entao €, - ¢ = 2", uma vez que a +a’ = 0.

Se a # a' entdo a + @' # 0. Para cada vector b € Z3 temos que o termo do sumatoério
associado a b é 1 ou —1 dependendo se o conjunto formado pela interseccao das entradas
de valor 1 de a + @’ e de b for par ou impar, respectivamente. Como a + a’ # 0 entdo o
conjunto formado pelas entradas de valor 1 de a + @’ é nao vazio, e assim sendo admite
tantos subconjuntos pares quantos impares. Logo o valor da soma é 0.

Logo o conjunto {zi%ea | a € ZQ} forma uma base ortonormada de C%".

Tomando no lema o caso particular em que S = {¢; | ¢ € {1,...,n}} temos os seguintes

corolarios:

Corolario 6.1. Seja A a matriz de adjacéncia do n-cubo. Entdo A tem wvalores proprios

Ao = n—2h(a) para a € Z2, com vector préprio associado €, = Y. (—1)b, e estes vectores
bEZY

formam uma base ortogonal de C*". O walor préprio n — 2h, com h € {0,1,...,n} tem
multiplicidade (Z)
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Demonstragio. Basta sé ver porque é que A\, = n — 2h(a), sendo o resto do coroldrio
consequéncia directa do lema.

Seja a = (ay,...,a,) € Z5. Logo temos que

Ao = i(—l)‘“" = Z(—l)‘s%l = (n—nh(a)) — h(a) =n — 2h(a).
]

Corolario 6.2. Dados b,c € ZY, seja h = h(b+ ¢), o niumero de posi¢oes em que b e ¢

diferem. Entao o numero de caminhos de b para ¢ de comprimento k no n-cubo é dado por
1 g (h —h
>0y () (12 - 20
2" 30550 J)\t—1J

Demonstracido. Comecemos por pegar na base ortonormada {%ea la € ZS}. Uma vez que

a matriz A, matriz de adjacéncia do n-cubo, é simétrica podemos usar a Proposigao [6.2]

Temos entao que:

(Ak)b,c =2" Z 6b,uec,u)\]:t

=27 3 (U - 20
— 9" zzn<_1>u~<b+c> (n = 2h(u))".

Vamos agora fixar h(u) = ¢, com i € {0,...,n}. Entao existem j € {0,...,h} posi¢oes
em que u e b+ ¢ tém ambos 1 e ¢ — j posigoes em que v tem 1 e b+ ¢ tem 0. Fixando
1 e j, existem (?) (?:Jh) vectores u nestas condi¢oes. Com estas variaveis ¢ e j, temos que
(=1)w(+9) = (—1)) e que n — 2h(u) = n — 2i.

Logo

(Ak)b,c _ 9 Z (_1>u~(b+c)(n _ Qh(u))k

EE Q)

6.3 Algebras centralizadoras

Dado um grupo G e uma representagao V' de G, definimos a dlgebra centralizadora Zy(G)
como sendo Endg(V®*) = {z € End(V®*) | 2(gw) = g2(w) Vg € G,w € VE*},
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Se V for uma representacao fiel de G, entdo pela Proposicao [3.5] temos que todas as
representacoes irredutiveis de G sdo isomorfas a alguma subrepresentacio de V®* para
algum k positivo. Logo, no grafo de representacdo Ry (G), temos que 0 tem ligagdes para
todos os elementos de A(G) pois Gy @ VEF = V' ¢ este espaco, para k adequado, contém
representacoes isomorfas a (G, na sua decomposicdo em soma directa de representagoes
irredutiveis. Logo, ignorando orientacoes, temos que Ry (G) é conexo. Na realidade, é
possivel mostrar que Ry (G) é fortemente conexo, isto é, Ry (G) é conexo sem ser preciso
ignorar orientacoes.

Notemos que pode ndo ser possivel ver CG como uma subalgebra de End(V®*), pois o
homomorfismo de representacio ¢ : CG — End(V®*) ndo tem que ser injectivo, nem mesmo
para k = 1. Assim sendo, para se poder utilizar o Teorema do Duplo Centralizador, temos
que, usando a notagao do enunciado do teorema, a nossa algebra A é ¢(CG) e a dlgebra B
serd entao Z(G).

Seja Ax(G) o subconjunto de A(G) tal que A € Ak(G) equivale a G, ter multiplicidade
positiva como factor de V&*.

O Teorema do Duplo Centralizador da-nos entao o seguinte:

e 7;(G) é semisimples e as representagoes irredutiveis de Z;(G) estao em bijeccao com

os elementos de A,(G). Denotamos por Zp a representagdo irredutivel de Z(G)

associada a A € Ag(G).

o VR Gy Ve > @ mpG,, onde my é a multiplicidade de G em V®*. Como
AEAL(G)

VOF ~ Gy @ Ve m) é também o ntimero de caminhos em Ry (G) de 0 até A de

comprimento k.

e Decompondo V¥ como soma de representacoes irredutiveis de Z,(G), temos V&F =

b dz ,?, onde dy = dim G,. Esta tltima igualdade é consequéncia da demonstra-
)\EAk(G)

¢ao do Teorema do Duplo Centralizador, de onde também tiramos, de modo analogo,

que mp = dimZ}.

e Se Ry (G) tiver uma matriz de adjacéncia simétrica, temos também como consequéncia

da prova do Teorema do Duplo Centralizador que

dim Z,(G) = > (dim Z)? = > (m)? = mY,
AeAL(Q) AEAL(G)

pois (m})? pode contar como ir de 0 até X\ em k passos e depois voltar para 0 no

mesmo numero de passos.

Voltando entao a considerar o caso em que G =Zy eV =V, @& ---® V,, temos que:
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e Fixemos a € Z;. Entao

n h o )
dim Zp =mi=2""> "> <h> (n_ h) (—1)7(n — 20",
i=0j=0 \J/ \t* 7]

onde h = h(a). Logo, se b € Z3 tal que h(a) = h(b) entdo dim Z¢ = dim Z°.

e Como h(0) =0, onde o primeiro 0 é referente ao elemento neutro de Z%, temos que

dim Z,(Z2) = mf, = 27" znj zoj <0> <n i 0) (=1 (n — 20)"

iZoj=0 \J/ \t—J
e (1 .
=2 2<Z_>(n—22)%

Vamos agora construir explicitamente uma base de Zi(Z%). Relembremos que

V=V, ®---dV.

€n *

Para cada 3 = (81,...,0k) € {1,...,n}* seja 5 = 25, ® --- ® x5, onde z; = v, € V,,.
Temos que {z5 =25 ® - Q@xp, | B € {1,...,n}F} forma uma base de V.
Seja a € ZYy. Temos que:

axg = (—1)*Corttesy,
Seja ® € Endc(V®*) uma aplicacio linear. Para a € {1,...,n}* temos entdo que:
bz, = Z @gxﬁ,
onde @ € C para todos o, 3 € {1,...,n}*. Seja a € Z%. Entao:
a(®r,)=a S ®rg= S (—D)ratrad iy,

Blazy) = B(~1) et Heodp) = 3 (—1plm ) gl

Se ® € Z,(Zy) entao P oa e a o ® tém de ser iguais, logo temos que para todo o o, 5 €

{1,...,n}* e a € Z¥ se tem que

(_1)a-(6[31+---+65k)®g _ (_1)a'(€a1 +---+€ak)®§'

Fixemos a e . Se ® £ 0 entdo temos que (—1)* (st +eom) = (—1)a(CartFeay),
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Como a pode tomar qualquer valor em Z%, podendo particular ser €;, com i € {1,...,n},
temos que isto implica €g, + -+ + €5, = €4, + -+ + €4,. Notemos que esta igualdade ¢ em
7%, pois estamos a trabalhar num expoente de uma poténcia cuja base é —1. Assim sendo
sO nos interessa saber a paridade de cada componente do vector resultante da soma.

Para a € {1,...,n}*, define-se a(j) = [{i € {1,...,k} | a; = j}|, isto é, o ntimero de
entradas de a que sao j.

Os vectores €g, + -+ €g, € €y + -+ + €4, SA0 iguais em Z3 se para todo o j € {1,...,n}
temos que o nimero de parcelas iguais a €; tem igual paridade nas duas somas. Isto é
equivalente a a(j) = (j) (mod 2) para todo j € {1,...,n}.

Como podemos reverter todos estes argumentos, temos entao a seguinte base de Z;(Z%):

{EP |a,pe{l,....,n}* AV1<j<n a(j) =) (mod 2)},
onde Ef € Endc(V®F) é a aplicacio definida por
EPz, = 84,15, para todo oy € {1,...,n}".

Vamos agora descrever as representagoes irredutiveis de Zj(Z%) que identificamos por Zp,
onde a € Ag(Z5).

Pelo Teorema do Duplo Centralizador, temos que Zy = Homgy (V,,V&k). Como V, tem
dimensao 1, cada homomorfismo de Hong(Va,V‘@k) fica completamente determinado a
partir da imagem de v,. Logo, como na prova do Lema [5.7, o conjunto das imagens de
v, pelos homomorfismos presentes em Homgzy (V,, V¥F) forma uma representacéo de Zi(Z5)
isomorfa a Homzp (V4, V@), Esta representacdo por sua vez estd contida em V®*. Vai ser
exactamente a esta representacao que vamos chamar de Zj.

Vamos entao ver quais as imagens possiveis para v,. Analogamente ao que vimos
anteriormente, devido ao facto de termos que bg(v,) = ¢(bv,), onde ¢ € Homgn (V,, VEF) e
b € Zy, vamos poder concluir que ¢(v,) é combinacao linear de elementos da forma xz, com
B=(B1,...,0) €{l,...,n}* tal que eg, + -+ €5, = a.

Temos entao a seguinte base de Z}

{xﬁ|6:(51,...,Bk)G{l,...,n}k: 6/31+"'+€Bk:a}-

6.4 Particoes de 2n

Lembremos que o grupo hiperoctaedral G(2,1,n) tem dois subgrupos importantes, ZJ e .S,
que juntos formam um conjunto de geradores do grupo.

Reciprocamente, se considerarmos as algebras centralizadoras destes subgrupos relati-
vamente a V% temos que Endg,1n (V) C Endz (VEF) e que Endge,in (V) C
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Endg, (V®*), pois se uma transformacio comuta a accio de um grupo, também comutard
com a acc¢ao de um subgrupo desse grupo.

Devido ao facto de S, e Zj gerarem G(2,1,n), temos que Endg,1,,)(V®*) = Endzy (V) N
Endg, (V®¥). Uma vez que ja temos Endzy (V") devidamente identificado, falta-nos
identificar Endg, (V).

Seja o € S,,. Temos que:

0-Tg =0T & Q0T = To(p) D+ Q To(gy) = Tops

onde of := (0(B1),...,0(6n)).
Analogamente ao que fizemos anteriormente, consideremos ® € End¢(V®*) uma aplicacio

linear. Para a € {1,... ,n}k, temos entao que:

<I>:ca = Z (I)'gﬂfﬁ,
Be{l,...,n}k

onde ®° € C para todos a, 3 € {1,...,n}*. Seja a € Z%. Entao:

o(Pxy) =0 > Blag= Y lrs= > 7 Py,
Be{l,...,m}k Be{l,...,n}k Be{l,...n}k
D(owy) = P(150) = Y. DJ a5
Be{l,...n}k

Se & € Z,(S,) entdo P oo e 0 o ® tém de ser iguais, logo temos que para todo o «, 5 €
{1,...,n}* e o €S, se tem que &7 ' = I

oo’

Sejam a,b € {1,...,n}*. Definimos a xb = (ay,...ax,by,...,b) € {1,...,n}* a

o que equivale a ®F = 5.

concatenacio dos dois vectores. Seja p = (p1,...,pa) € {1,...,n}*. Entdo p induz uma
parti¢do do conjunto {1,...,2k} onde i e j estdo numa mesma parte se p; = p;.
Criamos entdo a seguinte relacdo de equivaléncia em {1,...,n}*. Sejam p = (pi,...po),

q=(q1,---,qx) €{1,... ,n}2k. Entao

Isto é o mesmo que dizer que p e ¢ induzem a mesma partigao de {1,...,2k}.

Seja o € S,. Entao op = (o(p1),...,0(p)). Logo temos que p ~ op, para todo o o € S,
e reciprocamente, se p ~ ¢ entao existe o € S, tal que p = 0¢. Assim a condicao q>§ = @gg
para todo o o € S, equivale a dizer que ®> = ®? sempre que axb ~ cx b,

Para cada particio 7 de {1,...,2k} com no maximo n partes, existe a € {1,...,n}?* tal

que a particao de {1,...,2k} induzida por a é 7. Para isto basta etiquetar (com etiquetas
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diferentes) as diferentes partes de 7 com ntimeros de 1 a n, e associamos a a; a etiqueta da
parte em que i estd inserido (em 7).

Notemos que tendo a € {1,...,n}?* podemos encontrar facilmente o, 3 € {1,...,n}* tais
que a = «a x 3, bastando para isto considerar as projeccoes adequadas.

Logo, para cada partigdo 7 de {1,...,2k} com no maximo n partes, existem ay, [, €
{1,...,n}* tais que a, x 3, induzem a particio .

Temos portanto a seguinte base de Z;(S,,):

{ >~ E?| 7 éuma particdo de {1,...,2k} com no maximo n partes} .
cxdr~anxfBr

Lembremos que E¢ € Z,(Z%) obriga a ¢(j) = d(j) (mod 2) para todo o j entre 1 e n. Isto é
o mesmo que dizer que para todo o j entre 1 e n tem-se que (c¢*d)(j) é par. Logo a parti¢ao
induzida por ¢ x d tem no maximo n partes e todas de tamanho par.

Notemos que a particao induzida por ¢ x d vai ser igual a particdo induzida por oc x od ,

para todo o o € S, logo temos a seguinte base de Z(G(2,1,n)):

maximo n partes, todas de tamanho par.

{ 3 o 7 é uma particao de {1,...,2k} com no }

ckdr~QrxBr

6.5 Contagens

Sabendo que a dimensdo de Zx(G(2,1,n)) é igual ao nimero de parti¢oes de {1,...,2k}
com no maximo n partes onde todas tém tamanho par, temos interesse em contar o niimero

de particoes nestas condigoes.

Proposicao 6.3. Seja T'(k,r) o numero de particoes de {1,...,2k} em r partes de tamanho
par. Entdo

1 2k
T ( ).
o e B 2A, 20, 20,

onde (A1,...,\) F k quer dizer que \y > Ag > - > A\ >0eM+---+ A\ =Fke
=il Ni=j}

Demonstragio. Se (2A1,...,2\,) é uma partigdo de 2k com r partes pares, entao temos que
A= (A,..., ) é uma particao de k com r partes. Notemos que aqui estamos a ignorar que
elementos de {1,...,2k} estdo em cada parte, e estamos s6 a prestar atencao aos tamanhos

das partes.
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Entao o indice do somatorio corresponde exactamente a escolha destes tamanhos das partes.

Fixando entdo uma partigio A = (Aq,...,A.) de k com r partes, vamos procurar contar o
nimero de parti¢oes do conjunto {1,..., 2k} cujas partes tém tamanho 2)q,. .., 2\,. Temos
entao de escolher quais os elementos de {1,...,2k} que ficam em cada parte, e isso ¢ dado
pelo coeficiente multinomial (2 /\17?"?72 /\). Notemos que se tivermos partes de igual tamanho,

qualquer permutacao destas partes esta a ser indevidamente contada em (2/\1 % 2/\”), uma
vez que nao estamos a etiquetar as partes de algum modo. Logo temos que dividir por lg\!,
com j a variar entre 1 e k, onde l;‘ vai corresponder ao nimero de partes de {1,...,2k} de

tamanho 27, o que corresponde ao numero de ocorréncias de 7 em A. O
Logo temos os seguintes corolarios:

Corolario 6.3.

dim Z,(G(2,1,n)) = z": T(k,r)

r=1

A demonstragao deste corolario é directa, tendo em conta o que ja vimos.

Corolario 6.4.

dim Zo(Z3) = 3" T(k, r)r! (Z‘)

r=1

Demonstragio. Falando em partigdes, um elemento da base de Zy(Z3) vai induzir uma
partigdo em partes pares de {1,...,2k}, mas ha elementos diferentes da base de Z;(Z%)
que induzem uma mesma parti¢ao, mais propriamente, se a particao tiver r partes, ha um
elemento da base que induza esta particdo para cada etiquetagem destas partes, onde as
etiquetas sao nameros entre 1 e n, todas distintas. Para isto, tendo uma particdo em r
partes pares de {1, ..., 2k}, temos ainda de escolher r etiquetas das n possiveis e atribui-las

as diferentes partes. O

Podemos entao concluir a seguinte igualdade:

dim Z(Z3) = ”Z( ) (n — 2i)? iT(k,r)r!(?).

6.6 Funcoes geradoras

Voltamos agora a olhar para o n-cubo como sendo o grafo da representacao Ry (Z%), com
V=V,®--@&V,,. Seja a € Z; recordamos que mg é o numero de caminhos de 0 até a no

n-cubo de comprimento k. Seja g%(t) = 3 mgL; k, a funcao geradora exponencial associado
k>0

ao numero de caminhos de 0 até a no n-cubo de comprimento k.
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Definimos o seno e o cosseno hiperbdlico como sendo as seguintes séries formais:

i 12541
sinh(t) = - ,
(t) =2+ 1!
he) =3 L
cosh(t) = -
§=0 (2])'

Temos entao o seguinte teorema:

Teorema 6.1. Seja a € ZY e g*(t) definido como acima. Entdo
g°(t) = cosh(t)" " sinh(t)",
onde h é o peso de Hamming de a.

Demonstracdo. Seja h o peso de Hamming de a. Entao, devido a uma certa simetria do n-
cubo, temos que existem tantos caminhos de 0 para a como de 0 para (1,...,1,0,...,0), onde
as primeiras h entradas sao 1 e as restantes 0. Consideremos entao a = (1,...,1,0,...,0).
O nimero de caminhos de 0 até a em k passos é o numero de k-tuplos ordenados a =

(a1,...,ap) € {1,...,n}* tais que

€a; T+ €q, = a.

Cada « induz uma particao de {1, ..., k} devidamente etiquetada, pelo processo ja descrito,
e o reciproco também acontece, assumindo que ha um maximo de n partes. Notemos que a
parte associada a etiqueta j, com j entre 1 e h tem de ter tamanho impar, e que as restantes
partes tém de ter tamanho par, assegurando assim que €,, +- - - +¢€,, = a. Seja A\; o tamanho
da parte associada a etiqueta ¢. Temos que \; > 0 para todo o 1 <7 < n. Vamos entao
contar o nimero de parti¢oes de {1,...,k} em n partes (algumas eventualmente vazias),
devidamente etiquetadas, com \; impar para ¢ < h e \; par para i > h. Fixado o tamanho
das partes e as etiquetas das partigoes, isto nao é mais que uma combinacao multinomial,
pois temos somente de escolher quais os elementos que estao associados a cada parte.

Temos entao que o niimero de caminhos é dado por:

) 2
M = 2 (Al,...,)\n)

>\17---7>\n20
A1,...,Ap sd0 fmpares
Ah+1,--»An S80 pares

Logo temos que
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th tF
a
mk. - .
| Z s ... [
k! M50 A1l x X Ap!

Al,...,Ap880 Impares
Ah41,---1AnS80 pares

Por outro lado temos:

n—h _: h oo 2 " 2+t "
cosh(t)" " sinh(t)" = (Z (27)') (Z (QJ—H)')

J=0 J=0

Vamos ver o coeficiente de t* do produto.
Isto obriga a escolhermos h parcelas da forma % e n — h parcelas da forma % com
a propriedade que a soma dos expoentes das parcelas escolhidas seja k. Seja Aq,..., A\, 0s

primeiros h expoentes e A\,11,...,\, os restantes. Temos que Ay, ..., A\, tém de ser impares
e que Api1,- .., A\, tém de ser pares, e todos nao-negativos.

Logo, o coeficiente de t* é dado por:

> 1
| Ce |
Mo >0 Al x X Ap)
M+ FAn=k
Al,...,Apsd0 impares
Ah+41,---sAn SA0 pares

E isto ¢ igual ao coeficiente de t* em ¢%(t), o que conclui que, para a € Z3%, a funcio geradora
exponencial g%(t) é efectivamente igual a cosh(t)" " sinh(¢)", onde h é o peso de Hamming
de a. O
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