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Resumo

Esta tese tem por objectivo mostrar a importancia da distribuicao de pesos e
das isometrias na Teoria de Coddigos. O estudo é feito para cédigos de bloco, em
particular para cédigos lineares, e foca dois aspectos: por um lado a determinacao
da distribuicao de pesos das palavras de um codigo linear e as informagoes que dai
resultam em termos de capacidade de deteccao e correccao de erros e, por outro, em
que medida as isometrias determinam a equivaléncia de c6digos.

Sao apresentados alguns conceitos fundamentais para a compreensao dos trés
resultados principais:

- o teorema de Constantinescu, que refere quais as fungoes que preservam a distancia
de Hamming;

- a Identidade de MacWilliams, que permite determinar a distribuicao de pesos das
palavras de um cédigo linear;

- o teorema de MacWilliams para a equivaléncia de codigos, que estabelece condigoes
para que dois codigos lineares sejam equivalentes e, portanto, mantenham iguais
determinadas caracteristicas.

Em alguns dos exemplos apresentados sao referidos coédigos importantes, desig-

nadamente, os cddigos de Hamming e os codigos de Golay.
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Capitulo 1

Codigos: conceitos iniciais

Neste capitulo, faz-se uma breve referéncia ao aparecimento da Teoria de Cddigos.
Em seguida, definem-se algumas nogoes essenciais sobre cédigos. Por fim, aborda-se a
nocao de distancia minima de um cédigo e a sua importancia na detecgao e correccao

de erros.

1.1 Introducao

Em sistemas de comunicagao tais como linhas telefénicas, ligagoes por satélite,
sistemas de armazenamento em CD ou DVD, é necessario codificar as mensagens
que sdo enviadas/armazenadas através de canais que podem introduzir distorgdes,
usualmente designadas por ruido. Assim, a informagao recebida pode ser diferente
da informacao enviada. Tal pode acontecer na transmissao de um texto, uma musica
ou uma imagem, pois falhas humanas ou mesmo imperfeicoes no equipamento podem
introduzir erros na referida mensagem.

No artigo A Mathematical Theory of Communication [9], publicado em 1948, o
matematico Claude Shannon garantiu ser possivel codificar informagao de forma a
transmiti-la com probabilidade de erro tao pequena quanto se queira. Segundo Ray-

mond Hill [3], este artigo deu origem a duas novas areas: a Teoria da Informagao, que
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¢ uma extensao directa do trabalho de Shannon assente sobretudo em ideias da teoria
das probabilidades e a Teoria de Cédigos que, apesar de algumas ligacoes a Teoria da
Informagao, se desenvolveu de forma independente, apoiada, essencialmente, em ideias
da matematica pura.

F.M. Reza [7] refere que, em 1950, o matematico R. W. Hamming deu, também,
um importante contributo ao desenvolver o primeiro procedimento de codificagao para
deteccao e correccao de erros, acrescentando um ou mais dados adicionais a cada
informacao que se pretende transmitir ou armazenar.

A Teoria de Cédigos é uma area recente da matematica, relacionada com a ciéncia

de computadores e com aplicagoes significativas em outras ciéncias.

1.2 Nocoes Basicas
Seguem-se algumas nocoes basicas sobre codigos.

Definicao 1.2.1 1. Um alfabeto F é um conjunto finito com pelo menos dois

elementos designados por simbolos ou letras.

2. Uma palavra de comprimento n do alfabeto F' é um elemento u € F", onde
F'=FXF x..xF (n vezes).

Uma palavra serd representa por u = (uq, ..., Uy,) OU POT U = Uy . . . Uy,.
3. Um codigo C é um subconjunto, ndao vazio, de F".
4. Uma palavra-codigo é um elemento de um codigo.
5. O comprimento de um codigo C én se C C F™.

6. O tamanho de um codigo C ¢ o numero de palavras que o constituem e

representa-se por |C|.



Os cédigos assim definidos designam-se por cédigos de bloco.
Designam-se por cédigos bindrios, os cédigos que tém por alfabeto o conjunto Fy =

{0, 1} e por cbdigos ternarios, os que tém por por alfabeto o conjunto F3 = {0, 1,2}.

Exemplo 1.2.2 O conjunto C C F3, definido por C = {000,110,101,011}, € um
codigo bindrio de comprimento 3 e de tamanho 4. Os elementos 000, 110, 101 e 011

sao as palavras-codigo de C.

Suponha que utiliza este cdédigo C' para codificar os seguintes atributos Mau, Sufi-

ciente, Bom, Excelente. Admita a seguinte codificacao:

Mau — 000
Suficiente — 110
Bom — 101
Excelente — 011

Considere que a mensagem Bom, codificada por 101, foi transmitida através de um
canal sujeito a interferéncias (ruido), que introduziu alteragoes, tendo o receptor
recebido a palavra-cédigo 000 a que corresponde a mensagem Mau. Supondo que
a mensagem tem por objectivo informar a classificacdo num determinado exame,
percebe-se a consequéncia dos erros introduzidos.

E importante que o sistema possa detectar os erros e corrigi-los ou detectar os erros
e, nao os conseguindo corrigir, optar por enviar um sinal pedindo a retransmissao da
mensagem.

As situagoes que serao apresentadas acontecem em canais simétricos, ou seja, canais

em que se verificam as seguintes condigoes:

1. todos os simbolos transmitidos tém igual probabilidade p, de serem recebidos

errados

2. se um simbolo é recebido errado, a probabilidade de ser qualquer um dos outros

¢ a mesma

10



Num canal binario simétrico com probabilidade de erro p,

1-p
.

a probabilidade de nao ocorrer nenhum erro na transmissao de uma palavra de compri-
mento n é (1 —p)™, uma vez que cada simbolo tem probabilidade 1 — p de ser recebido
correctamente.

A probabilidade da palavra recebida conter erros em k posicoes especificas é

pF(1—p)*

Para p < %, a probabilidade da palavra recebida nao ter nenhum erro é maior que

qualquer um dos outros casos, isto é,
(I=p)">pl—p)" ' >p’(1—p"?>...>p"

Exemplo 1.2.3 No caso do exemplo anterior, admita que a mensagem Bom, codifi-
cada por 101, foi transmitida através de um canal bindrio simétrico com p = 0,1. A
probabilidade de receber a palavra-codigo 000, a que corresponde a mensagem Mau, é

0,12 x (1 —0,1)! = 0,009, admitindo que ocorreram dois erros.

A introducao, no processo de codificacao de simbolos redundantes, sem qualquer
informagao, designados por simbolos de verificacao, de teste ou de controlo, permite
detectar e, eventualmente, corrigir erros que ocorram durante a transmissao. A forma
mais simples de codificar informacao, tendo em vista a sua recuperacao na presenca

de ruido, ¢é repetir cada simbolo da mensagem um determinado nimero de vezes.

11



Exemplo 1.2.4 Cédigo de tripla repeticao
Suponha que pretende transmitir a palavra 0 ou 1 mas resolve codificd-la repetindo-a
trés vezes, ou seja, 0 — 000 e 1 — 111. Se o receptor receber a palavra 101, admitird

que houve erro na transmissao e pode escolher um dos caminhos:

1. comunicar o erro e pedir a retransmissao da palavra

2. corrigir o erro aprorimando a palavra recebida da palavra-codigo que mais se
assemelha, isto €, da palavra-codigo com o maior numero de simbolos coinci-

dentes com a palavra recebida, neste caso 111

O sequndo caminho fundamenta-se na ideia de ser mais provdvel ter um simbolo errado
do que dois. Naturalmente, estd a correr alguns riscos pois, existe a possibilidade da

palavra enviada ter sido 000 e terem ocorrido dois erros.

1.3 Distancia minima de um cédigo

Um parametro importante na analise e construcao de c6digos é o niimero de simbolos
diferentes entre a palavra enviada e a palavra recebida. Para estudo deste parametro

considera-se uma métrica.

Definicao 1.3.1 Seja F' um alfabeto. Dadas duas palavras v e v de F™, chama-se

distancia de Hamming entre u e v e representa-se por d(u,v) a

du,v) = {i e {1,....,n} :u; #v;}|

A distancia de Hamming entre duas palavras de F™ é igual ao niimero de componentes

em que as duas palavras diferem.

Exemplo 1.3.2 Sejam 0010 e 1011 duas palavras de F*. Estas palavras diferem na

primeira e ultima componentes e, portanto, d(0010,1011) = 2.
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Defini¢ao 1.3.3 Chama-se espago métrico ao par (E,d) onde E é um conjunto e

d € uma métrica.

Proposicao 1.3.4 Seja F' um alfabeto. A distancia de Hamming, d(u,v), € uma

métrica pois, para quaisquer u,v,w € Fm

1. d(u,v) >0 com d(u,v) =0 se e s6 se u=1v
2. d(u,v) = d(v,u)

3. d(u,w) < d(u,v) + d(v,w)

Demonstracao: As propriedades 1. e 2. resultam da definicao de distancia de Ham-
ming.

Para verificar a propriedade 3. veja-se o contributo da i-ésima componente dos
elementos u, v e w. O contributo da i-ésima componente de u e de w para d(u,w)
é zero, se u; = w;, ou um, se u; # w;. Se for zero, entdo esse contributo para
d(u,w) é menor ou igual ao contributo para d(u,v) + d(v,w) pois d(u;,v;) + d(v;, w;)
é zero, um ou dois. Se for um, entao u; # w; e, portanto, u; # v; ou v; # w;, caso
contrario ter-se-ia u; = v; e v; = w;, donde u; = w;, que contradiz a hipotese. Entao,

d(ui7 wz) =1< d(uu Ui) + d(vwwz) LOgO, d(uv U}) < d(u7 U) + d(v,w). u

Definicao 1.3.5 Seja C' um codigo, com pelo menos dois elementos. Chama-se distancia

minima de C' e representa-se por d(C') ao nimero

d(C) = min{d(u,v) : u,v € C eu # v}

Exemplo 1.3.6 Seja C' o cddigo definido por C = {00000,01011,11110}. Entao,
d(00000,01011) = 3 ; d(00000,11110) =4 ; d(01011,11110) = 3

Portanto, d(C) = 3.
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Este processo para determinar d(C') pode tonar-se dificil uma vez que obriga a

calcular ('g‘) distancias, sendo |C| o tamanho do cddigo.

Defini¢ao 1.3.7 Seja (E,d) um espago métrico. Dados um elemento u € E e um

numero real r > 0, chama-se bola fechada de centro u e raio r ao conjunto

B(u;r) ={v e E:d(u,v) <r}

Proposicao 1.3.8 Seja C' um cddigo com distancia minima d(C). Se u e v sao duas

palavras distintas, do codigo C', entao
dC)—1
B(u; k) N B(v; k) =0 , sendo, k < L%J

em que |s| representa o maior inteiro menor ou igual ao nimero real s.

Demonstragao: Seja w € F" tal que w € B (u; k) N B (v; k). Entao d(w,u) < k,
d(w,v) < k, logo

d(u,v) < d(u,w)+ d(w,v)
= d(w,u)+ d(v,w)
< k+k

= 2k

De k < LCZ(CT)_IJ vem k < %, isto é, 2k < d(C') — 1. Entao, d(u,v) < d(C)—1 que

é absurdo por defini¢ao de d(C). O

A distancia minima de um cédigo é um parametro muito relevante no estudo dos
Cédigos Correctores de Erros pois mede a capacidade do codigo para detectar e corrigir

erros que tenha ocorrido durante a transmissao.

Definigao 1.3.9 Seja C' um cddigo com distancia minima d(C). Diz-se que C

1. detecta erros numa palavra recebida v, se para todo u € C, 1 < d(u,v) < d(C)
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2. corrige erros numa palavra recebida v, substituindo-a por u, se para algumu € C,

d(u,v) < [%9=]

3. ndo conseque descodificar, com boa margem de sequranca, a palavra recebida v,

se para todo u € C, d(u,v) > L%J

Com esta terminologia, diz-se que um cédigo C' com distancia minima d(C') detecta

AC)—

até d(C) — 1 erros e corrige até | == L] erros.

Exemplo 1.3.10 O cddigo C' = {0000, 1111} tem d(C) = 4. Assim, este cddigo
detecta até d(C) —1 =4 —1 =3 erros e corrige até L%J =5t =1ermo. Sea
palavra recebida for 0001, € detectado erro e é possivel corrigi-lo, substituindo-a pela
palavra codigo mais proxima, 0000. Recebida a palavra 0011, detecta-se erro mas nao

¢ possivel corrigi-lo. Repare que d(0011,0000) = d(0011,1111) = 2.

Num cédigo sera tanto maior a capacidade de deteccao e correcgao de erros quanto
maior for a sua distancia minima e dai a importancia deste conceito. Na construcao
de um cédigo C' existe sempre o seguinte problema: o comprimento n de um cédigo
deve ser pequeno, para permitir rapidas transmissoes, mas ao mesmo tempo deve ser

suficientemente grande para que d(C') seja também grande.
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Capitulo 2

Isometrias de Hamming

Neste capitulo, define-se isometria de Hamming e referem-se algumas das suas
propriedades. Depois, demonstra-se o principal resultado do capitulo que estabelece
que as isometrias relativas a métrica de Hamming sao compostas de funcoes de duas
familias especificas de isometrias. Este resultado, da autoria de Ioana Constantinescu,

origina uma primeira abordagem a equivaléncia de codigos.

2.1 Propriedades das isometrias de Hamming

Defini¢ao 2.1.1 Seja (E,d) um espago métrico. Diz-se que ¢ : E — E € uma

isometria se preserva a distancia, isto €, se para todo v,y € K

d(p(x), (y)) = d(z,y)

onde d representa a distancia em E.

Defini¢ao 2.1.2 Uma isometria do espago métrico (F",d), onde F é um alfabeto e d

a distancia de Hamming, diz-se isometria de Hamming.

As proposicoes seguintes referem algumas propriedades verificadas pelas isometrias

de Hamming.
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Proposicao 2.1.3 Seja F' um alfabeto e ¢ uma isometria de F™. Entdio @ é uma

bijeccao de F™.

Demonstragao: Seja ¢ : F™ — F™ uma isometria. Sejam x,y € F™ tais que p(z) =
¢(y). Entao, d(e(x), p(y)) = d(z,y) = 0 e portanto x = y, isto é, ¢ ¢ injectiva. Como
toda a aplicacao injectiva de um conjunto finito nele préprio é sobrejectiva resulta que

¢ é uma bijeccao de F™. 0

Definigao 2.1.4 Seja (E,d) um espago métrico. Designa-se por [so(E) o conjunto

de todas as isometrias bijectivas v : £ — E.

Proposicao 2.1.5 Seja (E,d) um espa¢o métrico e o a opera¢ao de composi¢io de

fungées. Entao (Iso(E),o) € um grupo.

Demonstracao: [so(E) é fechado para a operagao de composi¢ao de fungoes pois,

para todo ¢,y € Iso(E) e x,y € E

d((pox)(x), (pox)(y) = dlp(x(z)),o(x(y)))

isto é, (p o x) € Iso(E).
Verifica-se a propriedade associativa pois a composta de fungoes é associativa.

Iso(F) tem como elemento neutro a isometria idg definida por

r = T

pois, para todo x,y € E
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Todo o elemento ¢ € Iso(E) tem inverso ¢! € Iso(E) pois, para todo z,y € E

A~ (x), 0 (y) = dle(e™(x)),v(e™(¥)))
= d(idg(),idg(y))
= d(z,y)

2.2 Teorema de Constantinescu

As duas proposigoes seguintes determinam duas familias especificas de isometrias

de Hamming.

Proposicao 2.2.1 Seja F um alfabeto, ¢ : F — F wuma bijec¢do e © um numero

natural tal que 1 <1 <n. Entao a aplicacao
T; : " — F™
(a1, .. Q5. .. a,) — (a1,...,0(a;),...,a,)

é uma isometria de F™.

Demonstracao: Sejam u = (uy,...,u,) € v = (vq,...,v,) dois elementos de F™.

Entao,

Th(u) = (ur, ... (u), . un) e Th(v) = (vi,. .., 0(vs), ..., )
Tj, preserva a distancia de Hamming pois, para todo u,v € F"
d(T;(u), T;(U)) = d((ug,...,o(w), ..., up), (V1,. .., 0(V),...,0,))
= d((ub vy Uim1, Uit 1y - - - 7un)7 (Ula e Uim1, V41, - - 7vn)) + d(@(uz); QD('UZ))

Como ¢ é uma bijeccao, u; = v; < p(u;) = p(v;). Logo, d(p(u;), ¢(v;)) = d(ug,v;) e,
portanto,

(T (u), Ty (v) = d(u,v)
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Assim, T é uma isometria de F”". O

Esta familia de isometrias permuta o conteido de uma componente de uma palavra.

Proposicao 2.2.2 Seja F' um alfabeto e m uma permutacao de {1,...,n}. Entdo a
aplicagao
T, : Fm — "
(ar,...,an) = (Gr@),---sQr(n))

é uma isometria de F™.

Demonstracao: Sejam u = (uy,...,u,) ¢ v = (vy,...,v,) dois elementos de F".

Entao,

/ ’ ! /

Tr(u) = (Un(1)s - - Un(n)) = (Ups oo uy) € Tr(V) = (Va(a)s - - Vr()) = (V1522 ,0,)

T, preserva a distancia de Hamming pois, considerando

P={je{l,....n} u; #v;} e Qz{ke{l,...,n}:u;ﬂ#vé}

resulta que, se u; 7# v; entao Uy (r-1(;)) 7 Vr(x-1(j)) € POrtanto, u;,l(j) #+ v;,l(j), isto é,
u, # vy, com k =7 (j). Assim, se j € P entdo k =7 1(j) € Q, isto é, 7' (P) C Q.
Por um raciocinio andlogo, verifica-se que 7 (Q) C P e, portanto, P = 7 (@), ou seja,

P e @) tétm o mesmo numero de elementos. Logo, T}, é uma isometria de F™. [l

Esta familia de isometrias permuta as componentes de uma palavra.

Proposicao 2.2.3 Seja F um alfabeto ¢ 0 e o duas permutacies de {1,...,n}.

Entao, para todo © = (xq,...,x,) € F"
1‘ (TU © TU,)(x) - T oo’ (.17)

2. (T,) Yz) = T, (x)

Demonstracao: Seja x = (z1,...,2,) um elemento de F". Entao
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(Tr0T )(x) = To(T,(x1,...,2,))

(Ty-10T,)(x) = Thop-1(x)
= Ta(x)

Portanto, (T,) (z) = T,-1(x).

O

A demonstragao de cada uma das proposicoes seguintes e do teorema de Constan-

tinescu foram adaptadas de A. Hefez e M.L.T. Villela [2].

Proposicao 2.2.4 Seja F' um alfabeto com q elementos. Dada uma isometria ¢ de
F", comn > 2, e dados n — 1 elementos aq,...,a,_1 de F', existem n — 1 elementos
all, . .,a;L_l de F, uma bijec¢ao ¢, : F — F e uma permutagao de w de {1,...,n}

tais que, para todo x € F

(Trop)(at,...,an_1,2) = (all, . ,a;l_l, ©on())

Demonstracao: Considere a,, # b, € F e sejam u e v dois elementos de F™ definidos
por

u=1(ay,...,ap_1,0,) € V= _(a1,...,a,_1,by)

Como ¢ é uma isometria de F™ resulta que d(p(u),¢(v)) = d(u,v) = 1. Suponha

que ¢(u) e p(v) diferem na k-ésima componente com 1 < k < n. Designe por (i,7j) a
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transposigao de {1,...,n} que troca entre si, apenas, os elementos i e j, com
. . . ’ / / ! / !/
1 <i,j <n. Tomando m = (k,n), existem ay,...,a, ;,a, e b, em F, com a, #b,,

tais que

I I / /

(Tr 0 p)(u) = (ay,...,a, 1,a,) e (Trop)(v)=(ay,...,a, 4,b,)

!

Se ¢ = 2, pode, entdo, definir-se uma bijeccio ¢, tal que ¢, (a,) = a,, e p,(b,) = b

-
Se ¢ > 2, seja w = (a1, ...,a,_1,¢y), com ¢, € F e (T, 0¢)(w) = (w),...,w, ,,w,).
Se ¢, # a, € ¢, # b, entdo d(u,v) = d(v,u) = d(u,w) = 1. A funcdo @ = (T o p)
¢ uma isometria de F™, pois é composta de duas isometrias de F"; logo ®(u), p(v) e
P(w) diferem entre si apenas numa componente. Observe que essa diferenga ocorre na
n-ésima posigao. Assim, suponha que @(u) e p(w) diferem numa outra posi¢ao que nao
a n-ésima, ou seja, que existe um 7, com 1 < j <n—1, tal que w; + a;. Como p(u) e
@(w) nao podem ter mais do que uma componente diferente, vem w; = a;l. Nesse caso,
w, # b, pois a, # b,. Entdo, w;» =+ a;-, para algum j, com 1 < j<n—1,ew, #b,,
isto é, d(@(v),p(w)) > 2 que é absurdo. Portanto, w;- = a;, paral < j <n—1.
Assim, para qualquer w = (ay,...,a,_1,¢,) tem-se Pp(w) = (a/l, . ,a;_l,w/n). Seja
pn » F™" — F a projecgdo na n-ésima componente. Entao, define-se, para qualquer
reF
on(x) = (ppoTrop)(ay,...,an_1,)

Por definigao de ¢,,, tem-se
(Tﬂ © @)(ab <oy An—1, ZL‘) = (ah sy Qg (,On(l"))
Como Ty o ¢ é uma isometria, ¢, € injectiva e sendo F' finito resulta que ¢, é uma

bijeccao. O

Proposicao 2.2.5 Seja F' um alfabeto. Dada uma isometria ¢ de F", suponha que
existem aq, ..., Gp_1, all, e ,a;L_l elementos de F', e, para todo x € F, uma bijeccao
on @ F — F tal que ¢(ay,...,an_1,7) = (ay,...,a, ,on(z)). Entdo, para todo

(x1,...,2,) € F", existe uma isometria v de F"1 tal que

AT, T, @) = (Y(X1, ooy 1), n(T0))
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Demonstragao: Seja (by,...,b, 1) um elemento de F"~! com

d((ag,.....c;an_1),(b1,...,by_1)) =T

Para qualquer a,, € F, considere u = (ay,...,a,-1,a,) € v = (b1,...,by_1,a,). Por
hipétese, ¢(u) = (a},...,a, |, ¢n(an)). Seja ¢(v) = (b},...,b, 1,b,). Verifica-se que
b, = pn(ay,). Assim, suponha que b, # @,(a,). Seja b, = ¢ *(b,). Entdo, b, # a,.
Considere, agora, w = (ay, ..., a,_1,b,). Por hipétese, ¢(w) = (a},...,a, ,,b,). Ora,
d((at,...,an_1),(b1,...,by,_1)) = d(u,v) = r. Por outro lado, atendendo a que ¢ é

uma isometria de F™

!/ / I ’

d(¢<v)7 ¢<w)) - d((bh te 7bn—1)7 (ah s 7an—1))

= d(¢(v), p(u)) — 1

= d(v,u)—1

= r—1
Sendo a,, # b,

d(’U,/LU) = d((bl,...,bn,l),(al,...,an,l))+1
= r+1

Obtém-se, entao, d(v,w) = r + 1 e d(¢(v),p(w)) = r — 1 que é absurdo pois ¢
é, por hipdtese, uma isometria de F™. O absurdo resultou de se ter suposto que
b, # on(ay). Logo, b, = @n(ay,) e, portanto, para qualquer (zy,...,z,) € F", existe

um (Y1, .-, Yn_1) € F™ ! tal que éd(xq,...,1,) = (Y1, -, Yn_1,0n(Tn)), OU seja, os

elementos vy, ..., y,_1 sao determinados pelos elementos x1,...,x,.
Veja-se, agora, que 7 existe, isto é, que os elementos vy, ..., 4,1 dependem apenas
dos elementos x1,...,x, 1. Assim, seja z, € F, com z, # x,, e suponha que

¢($1v vy Tp—1, Zn) = (y,h cee vy;z—la 9071(271))
Como ¢ é uma isometria de F™,
d((yh <oy Yn—1, Spn(xn»v (ylla e 7y’:1—17 QDn(Zn))) = d(¢($1, ceey Tp—1, xn)a ¢($17 ey Tp—1, Zn))

= d<<x1a S 7*rn—17xn)7 (xla SR 7xn—172n))

=1
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De x,, # z, e, atendendo a que ¢,, é uma bijeccao, resulta que @, (z,) # ©n(z,). Logo,
para todo 1 < i < n, y; = y;. Conclui-se, entdo, que para todo (x1,...,x,) € F"

existe v : F"71 — "L tal que @(xy, ..., 7)) = (V(21, ..., To1), Onl(T0)).

Resta provar que v ¢ uma isometria de F"~!. Assim, sejam (ay, ..., a,_1) € (b1, ..., by 1)

dois elementos de F*~! e seja a,, € F. Entao

d((al, Ce ,an_l), (bl, ey bn_1>> = d

(ala SRR an—han)u (b17 s 7bn—17an)>

(
(P(ar,...,an_1,0,), (b1, ..., bn_1,0a,))
(
(

I
N

= d (’y(al, ceey an71), @n(an))7 ('Y(bla ceey bnfl)v gon(an)))

= d /y(alv s 7a'n—1)a’7(b17 s 7bn—1))

e, portanto, v é uma isometria de F"~ !, O

O teorema seguinte determina que as isometrias de Hamming sao compostas das

funcoes definidas nas proposicoes 2.2.1 e 2.2.2.

Teorema 2.2.6 (Constantinescu) Seja F' um alfabeto e ¢ : F™ — F™ uma isome-
tria de F™. Entao, existe uma permutac¢ao w de {1,...,n} e, para 1 < i < n, bijec¢oes
p; de F' tais que

Lp:TWoT:jlo...ngn

com T e p; unicamente determinados.

Demonstracao: A demonstracao vai ser feita por inducao sobre n. Sen =1, o

resultado ¢é trivial pois ¢; é uma bijeccao de F', isto é, p = Té -

Suponha que n > 1 e que o resultado é valido para n — 1. Sejam aq,...,a,_1
elementos de F. Da proposicao 2.2.4, sabe-se que existem aj, ... ,a;_l elementos de
F, uma bijec¢do ¢, : F' — F e uma permutacao o de {1,...,n} tais que, para todo
reF,

’

(Ty op)(ar,...,apn1,2) = (a/l, ey 1, 0n(T))
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Da proposicao 2.2.5, sabe-se que existe uma isometria v de F™! tal que, para todo

(x1,...,2,) € F™,

(T, 0p) (1, ... xy) = (V(T1, .o, Tp1), Pu(Tn)) (2.1)

Por hipétese de inducdo, existe uma permutacio & de {1,...,n— 1} e bijecgoes

©1,...,pn—1 de F tais que

v=(Ty) o(T}) o...0o(To ) (2.2)
onde
(Ty) - et — ot
(X1, ., Tpq) — (%’(1): . a%’(n—n)
e
(T%) ot — et
(:Ul,...,xi,...,acn,l) = (.Tl,...,gOi(l'i),...,l'n,l)

Definindo a permutagao 6 de {1,...,n} por

. 5/(2') sel<i<n-—1
6(i) =

n set=n

e considerando

Ts Fm — Fm
(1, zn) = (@s), -5 Ts(n))
e
T;i : Fm — Fm
(1, ooy @iy yy) = (21, 0i(), o Tp)

obtém-se de (2.1) e (2.2)

TgogozT(goTélo...ng;l ngn

1

Da proposigao 2.2.3 resulta que, para todo (z1,...,z,) € F",

o(x1,...,x,) = (Ta_loTcgoT‘;lo...ngn)(xl,...,mn)
= (TaqoT(;oTélo...oT”n)(xl,...,mi,...,xn)

= (T,-150T) 0...0T0 ) (a1, .., 2p)

24



Fazendo m = o~ ! o § obtém-se
p(x1,...,xn) = (TroT) o... 0T} )(x1,. .., xn)

Resta provar que 7 e ¢; s@o unicamente determinados, isto €, se existe uma permutacao
o e, para 1 <1 < n, bijecgoes 1);, tais que ¢ = T, o Til o...oTp  entdo, m = o e,
para todo 1 < i < n, ¢; = ;.

Note que, para quaisquer duas bijeccoes f e T de F el < i # j < n, as componentes

de (T} o T?) (x) sao

Blx;) sek=i
(To @), =\ 7(w;) sek=j

Ty, sek#£i,j

e as componentes de (77 o T}) () sio

Blx;) sek=i
(T oTh)(x), = 7(z;) sek=j
T, sek#i,j
Logo

ThoT! =TI oTj (2.3)

Suponha, entao, que
1 n __ 1 n
TroT, o...0T) =T,0T, o...0T) (2.4)

Multiplicando, & esquerda, ambos o membros da equagao (2.4) por T,-1 e utilizando

a proposicao 2.2.3 resulta
Tio-1om 0Ty 0...0T =T) o...0Ty (2.5)

Multiplicando, a direita, ambos os membros de (2.5) por T' I o...0 Tg,l e utilizando
1 n
(2.3) obtém-se
Tio-1om o T}

(pro9y "

n
) 0 ouz
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Considerando p = (¢~ o7) e, para todo 1 < i < n, a; = (g; 0 ; '), a equagao (2.6)

toma a forma

1 n o __;
T,oT, o...0oT; =idpn

Assim, para todo = = (z1,...,2,) € F", tem-se

v = (T,0T o...0T" ) (z)
— Tp (al(I1>, . ;Ofn(xn»

= (ap)(@pm)s -+ s V() (Tpm))

ou seja, para todo 1 < i < n,
Ti = (i) (Tp(i)) (2.7)

Suponha que existe algum 1 < j # i < n, tal que j = p(i). Como F' tem pelo menos
dois elementos diferentes, pode-se escolher um vector z tal que z,4;) = oz;é) (7). Mas
isto contradiz a equagao (2.7). Assim, para todo 1 <i <n, p(i) =i, isto é, p(i) = idp

e, entao, para todo z; € I’ a equagao (2.7) é equivalente a

Logo, a; = idr. Como, para todo 1 <i < n, (g;01; ') = a; = idp, resulta ¢; = ;e

de (c7' o) = p = idpn obtém-se o = T. O

Proposicao 2.2.7 Seja F' um alfabeto com q elementos. Em F", existem (q!)" x n!

isometrias diferentes.

Demonstracao: o teorema de Constantinescu estabelece que as isometrias de F™ sao
da forma

_ 1 n
p=Tr0T, o...0T

e garante que 7 e, para todo 1 < ¢ < n, ¢;, sao unicamente determinadas. Entao,
para 1 < ¢ < n, cada bijeccao T;i tem ¢! possibilidades diferentes e, portanto, para

Tél o...oT7 existem (g"™ diferentes possibilidades. 7 define uma permutacao de
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n elementos logo, para T}, existem n! possibilidades diferentes. Entao, ¢ pode ser

formada de (¢!)" x n! maneiras diferentes. O

No caso bindrio, isto é, para ¢ = 2, existem (2!)" x n! isometrias diferentes.
Denota-se por F, um corpo com ¢ elementos.

Exemplo 2.2.8 Considere, para i = 1,2,3 e u; € Fy as bijeccdes idp, e idp,, com

idp, definida por

— 0 sewu;=1
idp, (u;) =
1 sewu; =0

As isometrias 11, V9 e 3 definidas por
¢1(u17 Uz, U3) = (ZdF2 (u1)7 'L.dF2 (u2)7 'L.dF2 (u3)) ;
¢2(u17 Uz, U3) - (ZdF2 (u2)7 idF2 (u1)7 isz (U,3)) ;

V3 (uy, ug, uz) = (ﬁFz (u3)>ﬁFz (U2)>idF2(U1))

sao exemplos de trés das (2!)% x 3! = 48 isometrias diferentes de F.

2.3 Equivaléncia de Cédigos

Definicao 2.3.1 Sejam C e D dois codigos definidos em F™. Os codigos C' e D

dizem-se equivalentes se existir uma isometria ¢ de F™ tal que p(C) = D.
Exemplo 2.3.2 Os cddigos C, D C F3 definidos por

C ={000,100,011,111} e D = {101,100,011,010}
sao equivalentes.

A isometria @ : F3 — F3 tal que o =Tro T} oT2 oT3 . com ¢ = 3 = idp,,
Y3 = idF2 e
1 2 3

2 31
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verifica

©(000) = T(110) = 101
©(100) = T,(010) = 100
©(011) = T,(101) = 011
o(111) = T,(001) = 010

isto €, p(C) = D.
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Capitulo 3

Cdédigos Lineares

Neste capitulo, define-se uma classe importante de cédigos, designados por codigos
lineares, e estuda-se as suas principais caracteristicas, sendo que algumas delas sao
consequéncia directa dos resultados da algebra linear. Como referem Ling e Xing [5],
estes codigos sao espagos vectoriais e, portanto, as suas estruturas algébricas tornam-
os mais faceis de descrever e de aplicar que os c6digos nao lineares. Por fim, analisa-se,
com algum detalhe, uma carateristica relevante de um codigo linear, o seu peso minimo,

e de que forma estd relacionado com a sua distancia minima.

3.1 Coddigo linear. Matriz geradora.

Seja F' um corpo finito. Dados dois vectores u = (uy,...,u,),v = (v1,...,v,) € F"
e um escalar A € F', considere as operacgoes adicao de vectores e multiplicacao de um

vector por um escalar definidas por
u+v=(ug+v,...,u, +v,) € Au=(Aug,...,\uy,)

Definicao 3.1.1 Diz-se que C' € um cdédigo linear de comprimento n sobre um corpo

F se C' for um subespaco vectorial do espaco vectorial F™.
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Assim, nos codigos lineares, é garantido que a soma de duas palavras-cédigo e o produto
de um escalar por uma palavra-cédigo é, ainda, uma palavra-cédigo. Pode-se, entao,
afirmar que para quaisquer a,b € Ce A, u € F ; da+ ub e C.

Todos os cédigos lineares contém a palavra-cédigo zero, 0 = 00 - - - 0.

Definigao 3.1.2 A dimensao de um cdédigo linear C é a dimensao de C' enquanto

espaco vectorial sobre um corpo F.

Definicao 3.1.3 Designa-se por (n, k)—cédigo linear C, um cdédigo linear C' de com-

primento n e dimensao k.

Um (n, k)-cédigo linear, construido a partir de um alfabeto com ¢ elementos, tem
¢* palavras-cédigo.

Um espago vectorial é gerado pelos vectores da base. Assim, dado um (n, k) —cddigo
linear C' sobre um corpo F, seja {vy, v, ..., v} uma das suas bases. Entao, qualquer
elemento u € C pode ser escrito de forma Unica u = A\jv; + Aavg + ... + A\pvg, com
A1, A9, .., A € Fisto é, qualquer palavra-codigo é combinacao linear das palavras-

cddigo da base. E usual apresentar os vectores da base como linhas de uma matriz.

Definigao 3.1.4 Seja C' um (n, k)—cddigo linear sobre o corpo F.
Chama-se matriz geradora de C' a qualquer matriz k X n cujas linhas formam uma

base de C'.

Assim, se {vy, ..., vt} é uma base de C', uma matriz geradora G' de C' é a matriz cujas
linhas sdo, para ¢ = 1,..., k, os vectores v; = (vs1, ..., V), iSto &,
V11 V12 ... Vin
G- V21 V22 ... U2y
V1 Vk2 ... Ukn
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O processo seguinte descreve como se pode obter as palavras-codigo a partir da
matriz geradora. Sendo C' um (n, k)—cédigo linear sobre um corpo F com matriz
geradora (G, as palavras-cédigo sao combinacoes lineares das linhas de G, isto é, C' =
{uG u€eF k} Entao uma regra simples de codificagao que transforma palavras em
palavras-cédigo é u — uGG em que u é a palavra de comprimento k escrita como vector
linha. Uma caracteristica importante da &algebra linear é permitir representar por
matrizes as transformagoes lineares. Se considerar matrizes cujas linhas formam uma
base, isto é, cujos vectores sao linearmente independentes, pode definir-se um cédigo
como imagem da transformacao linear

T: FF — Fn
u — uG

Para a palavra u = (uq, ..., u) resulta a codificagao

T(u) = uG = ugvy + ... + ugvy

Exemplo 3.1.5 O (4,2)—cddigo linear bindrio C' = {0000, 1100,0011, 1111} admite
como base {1100,0011}.

Assim
1100

0011

¢ uma matriz geradora de C.

As restantes palavras do codigo sao combinacgoes lineares das palavras da base, isto €,
C={uG:ueF;}
Na verdade,

(00) G = (0000) ; (10) G = (1100) ; (01)G = (0011) e (11)G = (1111)

Pode entender-se C' como imagem da transformacao linear
T: F? — Fy
(Ul,UQ) = <u17u17u27u2)

Cada palavra u = (u1,us) € Fy € associada a palavra-cédigo uG = (uy, uy, Uz, Us).
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Os cédigos lineares sao, assim, faceis de codificar.

A transformacao linear u — uG pode ser simplificada efectuando operagoes ele-
mentares sobre as linhas da matriz G. Assim, realizando troca entre duas linhas,
multiplicagao de uma linha por um escalar nao nulo, adicao de um multiplo de
uma linha a outra linha, pode obter-se uma matriz equivalente a inicial. Como um
espago vectorial sobre um corpo pode ter varias bases diferentes, pode ter-se matrizes
geradoras diferentes para o mesmo coédigo. No entanto, todas as bases tém o mesmo
niumero de elementos e, portanto, todas as matrizes geradoras tém a mesma dimensao.

Faz sentido escolher matrizes geradoras tao simples quanto possivel.

Definicao 3.1.6 Seja C um (n, k)—cddigo linear com matriz geradora G. Diz-se que
a matriz geradora esti na forma canonica se G = (Ix|A) onde I, € a matriz

identidade k x k e A uma qualquer matriz k x (n — k).

Uma das vantagens da matriz na forma candnica é que codificando a palavra u =
(uq,...,ux) obtém-se uma palavra-cédigo cujas primeiras k componentes coincidem
com as de u e as ultimas n — k sao as componentes de controlo. Caso nao se
consiga obter uma matriz geradora na forma canénica para um cédigo linear C' através
de operagoes elementares sobre linhas, pode efectuar-se permutacoes das colunas da
mesma, obtendo assim uma matriz geradora na forma canénica de um cédigo C' néo

necessariamente igual a C' mas obrigatoriamente equivalente a C'.

Exemplo 3.1.7 No caso do cddigo do exemplo anterior (exemplo 3.1.5) a matriz

geradora
1 100

0011

nao estda na forma canonica.

Recorrendo a uma permutacao das colunas dois e trés obtém-se a matriz

— 1 010
G
0101
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que € a matriz geradora na forma candnica do cédigo C' = {0000,1010,0101,1111}.

Os codigos C' e C' nao sao iguais mas sao equivalentes pois, para v € C a trans-

formacao
p(u) = Tr(u)
com
1 2 3 4
m =
1 3 2 4

verifica o(C) = C.

3.2 Matriz de controlo. Cdédigo dual.

Existe uma outra matriz, importante, associada a um codigo linear.

Defini¢ao 3.2.1 Dado um (n, k)—cddigo linear C' sobre um corpo F e uma palavra

v € F", chama-se matriz de controlo de C' a uma matriz H tal que

vHT" =0 se e sédse vel

Uma das principais razoes para o uso de cddigos lineares tem a ver com a facilidade
de verificar, através da matriz de controlo, se uma palavra recebida é ou nao uma
palavra-cédigo. Assim, em vez de resolver o sistema uG = v, com u € F¥, que pode
ter um custo elevado, pode obter-se a resposta determinando a matriz de controlo
e calculando vHT. Se o resultado for o vector nulo, v € C. Se o resultado for
diferente do vector nulo, v ¢ C. A matriz de controlo H para um (n,k)—cddigo
linear C' sobre um corpo F', com matriz geradora na forma canénica G = (I;|A), é
dada por H = (—AT|I,,_;) tendo H dimensdo (n — k) x n. Facilmente se verifica que

GH = (Ik]A) (; 7)) = —A+ A= (0).
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Exemplo 3.2.2 Seja C' um cddigo sobre Fy com matriz geradora

1 0010
G=101000
00111
G = (I3]A) com
100 10
I3=1010 e A=100
0 01 11
A matriz de controlo H € igual a
H:[_AT|_[2]: 10110
00101
A palavra uw = (10101) € C' wisto que
10
0 0
uHT:<10101) 11 :(0 0)26
10
0 1

A palavra v = (11011) ¢ C' jd que

quT:<1 1 0 1 1)

(@] — — o
— (@) — (@) (@)
Il
/~
o]
—_
——
N
o

O proximo conceito desempenha, um papel fundamental na teoria dos codigos

lineares.

Definigao 3.2.3 Seja C' um (n, k)—cddigo linear sobre um corpo F'. Chama-se cédigo

dual de C e representa-se por C+ ao conjunto

Ct={veF":vu=0 paratodo u € C}
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Proposicao 3.2.4 Seja C' um (n,k)—cddigo linear sobre um corpo F, com matriz

geradora G. Entao

1. C* € um subespago vectorial de F™
2. vECt seesssevGl =0

3. dim(Ct) =n—k

Demonstragao: Sejam u,v € Ct e \, u € F.

1. Para qualquer w € C, vem que
(Au+ pv)aw = Muaw) + p(vaw) = A0+ p.0=0
e, portanto, (Au + pv) € C+. Logo, C* é um subespaco vectorial de ™.

2. Qualquer elemento v € C* é ortogonal a todos os elementos de C, isto é, é
ortogonal a todos os elementos de qualquer base de C. Assim, sendo {uq, ..., ux}
uma base de C, vem, para todo 1 < i < k, v.u; = 0, ou seja, vGT = 0 ja que
as linhas de G sdo os vectores da base de C. Por outro lado, se vGT = 0 entéo,
para todo 1 <1 < k, v.u; = 0, isto é, v é ortogonal a todos os vectores linha de
G. Como estes vectores linha formam uma base de C, resulta que v é ortogonal

a todos os elementos de C, ou seja v € C*.

3. Se C' = {0} entao k =0 e C*+ = F". Logo, dim(C*) =n — k.
Se C' # {0}, seja
fooFn oo Rk
u — uGT
Kerf = C* e como dim(Imf) = CarG = dimC = k, do teorema A.4.3, resulta
que dim(C+) =n — k.
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A relacao entre um cédigo e o seu dual vai mais além e, assim, se G for a matriz
geradora na forma canénica de um cédigo linear C' de dimensao k, entao H é a matriz

geradora do cédigo dual C* de dimensdo n — k.

Exemplo 3.2.5 O cddigo C do exemplo 3.2.2 tem matriz de controlo

10110
00101

H =

e, portanto, {10110,00101} € uma base para o cédigo dual C+. O cédigo dual é entao
C+ = {10110, 00101, 00000, 10011}
e tem dimensao dois. O cédigo C associado tem por base {10010,01000,00111}. Entao
C' = {00000, 10010, 01000,00111,11010,10101,01111, 11101}

E’fa’cil confirmar que qualquer elemento de C* é ortogonal a todos os elementos de C.

3.3 Peso de Hamming

Segue-se uma outra no¢ao importante, a de peso minimo de um codigo linear, e a

sua relagao com a distancia minima de um cédigo linear.

Definicao 3.3.1 Seja u uma palavra de F™. Chama-se peso de Hammaing de u e

representa-se por wt(u) ao nimero de componentes nao nulas em u, isto €,

wt(u) = [{i € {1,...,n} 1 u; # 0}

Em particular, sen=1ek € F

0 sek=0
wt(k) = (3.1)
1 sek#0
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Sendo d a distancia de Hamming e 0 = 00...0, vem wt(u) = d(u,0).
A proposicao seguinte estabelece uma relacao entre distancia de Hamming e peso

de Hamming.

Proposicao 3.3.2 Sejam u e v duas palavras de F™. Entao

d(u,v) = wt(u — v)

Demonstracao: Sejam u,v € F". Entao

du,v) = |[{ie{l,...,n}:u # v}
= H{ie{l,...;n}:u; —v; # 0}

= wt(u—v)

Exemplo 3.3.3 Considere as palavras u = 110 e v = 001 de F3. Entdo, d(u,v) = 3

e como v —v = 111 resulta que wt(u —v) = 3, ou seja, d(u,v) = wt(u — v).

Definigao 3.3.4 Seja C' um (n, k)—cddigo linear, ndo nulo, sobre um corpo F'. Chama-
se peso minimo de C e representa-se por wt(C) ao menor dos pesos de todas as

palavras-codigo nao nulas.

Proposicao 3.3.5 Seja C' um cdédigo linear sobre um corpo F'. Entao

d(C) = wt(C)

Demonstracao: Para quaisquer duas palavras u,v € C, d(u,v) = wt(u — v). Por
definicao de distancia minima de um cédigo, existem u',v" € C tais que d(C) =
d(u',v"), logo

) > wt(C) (3.2)



Por outro lado, por definigao de peso minimo de um cddigo, existe um w € C'\ {6}
tal que wt(C') = wt(w) e portanto

wt(C) = wt(w) = d(w,0) > d(C) (3.3)

De (3.2) e (3.3) resulta d(C) = wt(C). O

Assim, para c6digos lineares pode obter-se a distancia minima de um cédigo analisando

no maximo |C| — 1 palavras em vez das eventuais ('gl) referidas no Capitulo 1.

Exemplo 3.3.6 Determinando o peso das trés palavras nao nulas do codigo linear

C' = {0000,1010,0101, 1111}, conclui-se que wt(C) = 2 e portanto d(C) = 2.

A proposicao seguinte estabelece uma relagao entre a distancia minima de um cédigo

e a independéncia linear das colunas da matriz de controlo.

Proposicao 3.3.7 Seja C' um (n, k)—cddigo linear sobre um corpo F' e H a matriz
de controlo. Entao, o codigo C' tem distancia minima d se e so se, em H, existem d
colunas linearmente dependentes mas quaisquer d — 1 colunas sao linearmente inde-

pendentes.

Demonstragao: Pela proposicao 3.3.5, d = wt(C). Seja u = (uq,...,u,) uma

palavra-cédigo. Ora,
u€C<:>uHT:6<:>U1H1—|—u2H2+...—|—uan:6

onde Hi, H,,...,H, representam as colunas da matriz de controlo H. Assim, a
cada palavra-cédigo u de peso d corresponde um conjunto de d colunas linearmente
dependentes. Portanto, H tem d colunas linearmente dependentes.

Por outro lado, suponha que H tem d — 1 colunas linearmente dependentes,

H

H; , H; g1

19 29

Entao, existem escalares w;,, u;,, ..., u;, ,, nao todos nulos, tais que
uilHil +u1~2HZ-2+...+uZ-d71Hi =0

d—1
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isto ¢, o vector u = (0,...,0,u;,,0,...,0,u4,0...,0,u;,_,,0,...,0) com u;; na
i;-6sima posicao para j = 1,2,...,d — 1 e zero nas restantes, satisfaz uH” = 0. Logo,
u € C e wt(u) < d que é absurdo. Portanto, quaisquer d — 1 colunas de H sao

linearmente independentes. 0

O exemplo seguinte recorre a um coédigo linear, chamado coédigo de Hamming.
Os cédigos desta familia sao, segundo S. Roman [8], talvez os mais famosos c6digos
correctores de erros, tendo sido descobertos de forma independente, em 1949, por

M.Golay e, em 1950, por R. Hamming.

Exemplo 3.3.8 H ¢ uma matriz de controlo para o (4,2)—cddigo de Hamming sobre

o corpo Fj
01 11

1 01 2

Este cédigo € formado por 3% = 9 palavras.

Representando por Hy, Hy, H3, Hy cada uma das quatro colunas de H pode afirmar-se
que Hs = Hy + Hs, isto é, existem trés colunas linearmente dependentes. Verifica-
se que, quaisquer duas colunas de H sao linearmente independentes. Aplicando a

proposicao anterior, conclui-se que este codigo tem distancia minima igual a 3.

A proposicao 3.3.7 permite determinar a distancia minima de um cédigo linear a
partir da matriz de controlo. Mais ainda, permite construir uma matriz de controlo e,
por consequéncia, um cddigo linear que verifique uma determinada distancia minima

previamente fixada.
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Capitulo 4

Enumerador de pesos

Neste capitulo, define-se distribuicao de pesos de um cdédigo linear, caracteristica
que, apesar de nao determinar a unicidade de um cédigo, fornece informagcao rele-
vante sobre o mesmo. Seguem-se algumas proposicoes necessarias a demonstracao
do teorema fundamental do capitulo. Este resultado, conhecido por Identidade de
MacWilliams, foi segundo W.C. Huffman [4], obtido por Florence Jessie MacWilliams
e estabelece uma relacao entre o enumerador de pesos de um codigo linear C' e do seu
dual C*+. Ao longo dos anos tem-se revelado como uma das principais ferramentas no
estudo dos cddigos lineares, em particular, do peso das suas palavras. O teorema é
primeiro demonstrado para cédigos binarios, pois sao muito utilizados, designadamente
no mundo digital, e depois é demonstrado para codigos lineares mais gerais sobre um
corpo [},, com p primo. Esta opcao deve-se também as particularidades de cada uma

das demonstragoes.

4.1 Enumerador de pesos de um cdédigo linear

Definicao 4.1.1 Seja C' um (n, k)—cddigo linear sobre um corpo F' e A; o nimero

de palavras de C' com peso i. Chama-se distribuicao de pesos de C' aos niumeros

Ao, Ay, Ay
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E/]claroqueAl-20paratod00§i§n,Aoz1poiswt(u):()seeséseu:6e

Definig¢ao 4.1.2 Seja C' um (n, k)—cddigo linear sobre um corpo F' e, para 1 < i <mn,
A; o numero de palavras de C' com peso i. Chama-se enumerador de pesos do

cadigo C' ao polinomio W, nas varidveis x ey, definido por

Wela,y) =Y A"yt =Y amm iyt (4.1)
=0

ueC

Exemplo 4.1.3 Seja C C F§ o cédigo linear definido por C = {000,011,101,110}.
Assim,

A0:1,A1:0,A2:3,A3:O

e, por conseguinte,

We(z,y) = 2° + 3zy?

Facilmente se verifica que C*+ = {000, 111}. Entdo, para C*,
A(]:].,Alzo,AQZO,A?):].

e, portanto,

Weor(z,y) = 2* + ¢°

4.2 Identidade de MacW.illiams para cédigos
lineares binarios

Proposigao 4.2.1 Seja C um (n, k)—cddigo linear bindrio e v € Fy \ C*.
Sejam P={uec C:uv=0} eQ={uecC:uv=1}. Entio |P|=1Q)|.

Demonstragao: Seja v uma palavra de Fy \ C*+. Como v ¢ C* existe em C uma
palavra-codigo w tal que w.v = 1. Considere
w+P={w4+u:ueP} e w+Q={w+u:ucqQ}
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Entao, w + P C () pois para todo u € P
(wH+uw)v=wv+uv=14+0=1

isto é, w+u € Q.

Analogamente, w + @) C P visto que para todo u € )
(wH+uw)v=wv+uv=14+1=0

ou seja, w +u € P.

Entdo, |P| = [w+ P| <|Q[ e |Q] = |w+ Q| < |P| donde |P| = |Q|. 0

Definicao 4.2.2 Seja V um espago vectorial e f : F} — V.
Chama-se transformada de Hadamard de f e representa-se por f a fungao definida,

para qualquer uw € F3', por

flu) =" (1) f(v)

veEFG

Proposicao 4.2.3 Seja C um (n, k)—cddigo linear bindrio. Entdo

Y f)=1c1 ) fv)

ueC veCL

sendo f a transformada de Hadamard de f.

Demonstracao:
> f = 303 0w
= w3

D IRIC)ICIEEDINICH I

Se v € C*, u.w = 0 para todo u € C e, portanto,

Y (=D =C|

ueC
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Se v ¢ C*, pela proposigao 4.2.1,

D= 1+ Z(—U—'%'xu’—?x(—m—o

ueC ueC ueC
u.v=0 u.v=1

Entao

Y fwy =101 ) fv)
ueC

veCt

Proposicao 4.2.4 Sejam A um anel comutativo e{a;; € A:1 €N e je€{0,...,q—1}}

um subconjunto de A. Para todo n € N tem-se que

n q—1 q—1 qg—1 n
| | ;5 = .. E | | A5 0,
=1 j=0 v1=0 v, =0 1=1

Demonstracao: Para n =1 vem

1 qg—1 qg—1
[[D as=aot . tay= [ [ i
i=1 j=0 v1=0 i=1

Suponha que n > 1 e que o resultado é vélido para n — 1. Entao

q—1 -1 n - n—-l
Hai,vi = E E Hazvl an0+an1 +. '+an,q—1)
v1=0 vp=0 1=1 v1=0 Un—1= =0
- -1 n-1 q—1
= E c E H Q4 v, E Qp 5
v1=0 Vp—1=0 i=1 7=0
n—1 qg—1 q—1
= H § :flm‘ E n,j
i=1 j=0 j=0
n q—1
- 1w
i=1 j=0
ou seja, pelo principio da indugao, o resultado é valido para todo n € N. 0

A demonstragao do teorema seguinte foi adaptada da que é apresentada por MacWilliams

e Sloane [6].
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Teorema 4.2.5 Seja C um (n, k)—cddigo linear bindrio e C*+ o seu dual. Entdo

1
_WC(:E + Y, T — y)

WCi(‘ray) = ’C’

Esta identidade é conhecida por Identidade de Mac Williams.

Demonstracao: Considere o anel de polinémios em = e y com coeficientes racionais,

Q[z,y], e f definida por

fo - Qla,y

n—wt(v), wt(v)

(% = X

Y

Para u € F}', a transformada de Hadamard de f é

f(u> _ Z (_1>u‘vxn—wt(v)ywt(v)

veEFG
Entao
fy = Y (e
vEFY
1 1
= .. Z (—1)ulvl+"'+“nvnxn*(vl+...+’vn)yv1+...+vn
v1=0 v =0
1 1
= Z L Z (_1)u1v1x17v1yv1 . (_1)unvnx17vnyvn
v1=0 v, =0
1 1 n
S Sl | (ST
v1=0 vr=0i=1
1 1 n
= Z L Z H(-l)“i”iQ;l—viyvi
v1=0 vp=0i=1
n 1
- H Z ulk - ky'C , pela proposicao 4.2.4
1=1 k=0
Mas

Z uzk 1-k k x+(_1)uiy

k=0
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Assim,

Pela proposicao 4.2.3 tem-se
CI Y fo) =) flw) = (z+y)" " (@ —y)"
veCL ueC ueC
e, por defini¢ao de f
C1 Y flo)=1C| Y am iy )
veCt veCt
De (4.2) e (4.3) resulta que
n—wit(v wi(v 1 n—wi\u wit(u
Z$ t()y t():mZ(x+y) t()(ﬂ:—y) t(u)
veC+ ueC
ou seja,

1
WCJ-(xay) = WWC(:E +y,r — y)

Exemplo 4.2.6 O (7,4)—cddigo linear bindrio de Hamming é formado por 2*

palavras e tem a sequinte matriz geradora

1000011
0100101
G = (Is]A) =
0010110
0001111

O seu dual tem como matriz geradora
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0111100
H=(-A"L)=]11011010
1101001

Na tabela sequinte estio representadas as 22 = 8 palavras do dual e 0s respectivos pesos.

Palavra | peso

0000000
0111100
1011010
1101001
1100110
0110011
1010101
0001111

[ L . T = )

Tabela 4.1: Palavras e pesos do dual do (7,4)—cédigo bindrio de Hamming

Assim, o enumerador de pesos para o dual do (7,4)—cddigo de Hamming é
Wei(z,y) = 2" + T2y
A partir da identidade de MacWilliams pode obter-se o enumerador de pesos de C'

1
WC('xvy) = WWCL(I +y,r — y)

1
= (@+y) + 7@+ @ -y
= 2"+ 72"y + Tty + T
Logo, C' tem uma palavra de peso 0, sete palavras de peso 3, sete de peso 4 e uma

de peso 7. Neste caso, atendendo a que C € formado por apenas 16 palavras, este

resultado podia ter sido obtido determinando o peso de cada uma delas.
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Palavra | peso

0000000
1000011
0100101
0010110
1001100
0101010
0011001
1110000
0001111
1100110
1010101
0110011
1101001
1011010
0111100
1111111

N e e e e e e W W W W W ww o

Tabela 4.2: Palavras e pesos do (7,4)—cddigo linear bindrio de Hamming

4.3 Identidade de MacW.illiams para cédigos

lineares sobre F),, com p primo

A Identidade de MacWilliams é valida nao apenas sobre o corpo F5, mas sobre qualquer

corpo Fj,, com p primo.

Definigao 4.3.1 Seja C' um (n, k)—codigo linear sobre um corpo F,. Parai € F, e
v e Fy,
Ci={uelC :uv=1}
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Proposicao 4.3.2 Seja C um (n, k)—cddigo linear sobre um corpo F,. Entio, v ¢ C*

se e 50 se para todo i € F, ewiste pelo menos um u € C' tal que

Oi:U—i‘Oo

Demonstracao: Suponha que v € C*. Entdo, para todo v € C, u.v = 0 e, por
consequéncia, para i # 0, C; = (). Portanto, niao existe nenhum v € C tal que
Ci=u+ Cy.
Se v ¢ C*, existe w = (wy,...,w,) € C tal que w.v =k, com k € F,\ {0}. Para
qualquer @ € F,
(ik~'w)v =ik H(wo) =i(k7k) = i(1) =i

ou seja, ik~ tw € C;. Considerando u = ik~ 'w, verifica-se que u € C, isto é, para todo
i€ F,, Ci#0.
Sejam s e t dois elementos de C;. Entao, existe pelo menos um v € F}' tal que

(s—thw=sv—tv=i—i=0, ouscja, s—t=z €C

Como s =t + z, conclui-se que

OZ‘ZU—FCO

Desta proposigao resulta que |C;| = |Cy|.

Exemplo 4.3.3 Seja C C F3 o cddigo linear definido por
C = {000, 100,200,011, 022, 111,122, 211, 222}

O seu dual é C+ = {000, 012,021}.
Tome v € C*, por exemplo, v = 012. Como, para todo v € C, u.v = 0, conclui-se
que
01202:® (& C:CO
Portanto, nao eziste i € F3\ {0} tal que C; = u+ Cy.

Por outro lado, considerando v ¢ C+, por exemplo, v = 120, obtém-se
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Co = {000,111,222} : Cy = {100,022,211} ; Cy = {200,011, 122}

Verifica-se, ainda, que

Co =u+ Cy para qualquer u € Cy;
Ci =u+ Cy para qualquer u € Cy;
Cy =u+ Cy para qualquer u € Cs;

e, |Gl =[C] =[]

Proposicao 4.3.4 Seja C' um (n, k)—cddigo linear sobre um corpo F, e ( uma raiz

primitiva indice p da unidade, em C. Entao, para v € F}}

ZCM_ IC| seveCt
ueC 0 sevgCt

Demonstracao: Se v € C*, entdo (“? = (Y =1 e, portanto, ZCM =|C|.1=]|C|

ueC
Se v ¢ C*, entdo

Zgu.v _ Z Cu.v

ueC i=0 ueC(v)
1

p—1
: 1 — (P
Mas Z C=C"+.. 4+ = —C Como ( é raiz primitiva indice p da unidade,
i=0

1-¢
p—1
em C, resulta que 1 — (P =0e 1 —( # 0, ou seja, ZC’ = 0. Entao, se v ¢ C+
=0
> =1Co(v)] x 0=0

ueC
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Definigao 4.3.5 Seja f uma fungdo definida de F)' em Clz,y] e seja ¢ uma raiz
primitiva da unidade. Chama-se transformada de Fourier de f e representa-se

por ]/”\, a fungao definida para todo u € F' por

f: Er - Clz,y]
N Z f(U) Cu.v

veFy

Proposicao 4.3.6 Para uma dada funcio f : F' — Clz,y], com w € F}' e ( raiz

primitiva da unidade, tem-se

f(w) :Z% S Flw) ¢

uely

Demonstracao:
1 N —u.w 1 u.v = uw
— > flwr = — flv) ¢rg™
p uelky p ueF} veF}
1 —w
= - f(w) ¢utomw)
p ueF} vekFp
1
- F D0 e
p veEF] ueky

Considerando C' = F}} vem C+ =1{00...0}. Aplicando a proposi¢io 4.3.4 e notando

que para v —w € C* vem v = w resulta que

- Z f Z Cu.(v—w) _ ian Z Cu v—w) + _Zf Z gu.(v—w)
p

OIS uelp = uelkp vFEW uelp
- S|
1
= —flw)
P
= flw)
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Proposigao 4.3.7 Seja C' um (n, k)—cddigo linear sobre um corpo F,, f uma fun¢dio

definida de F)' em Clz,y] e J/C\ a transformada de Fourier de f. Entao,

> ) |C|Zf

veC+ ueC
Demonstracao:
1
X I = HE Y e
uEC eCvelry
1
= |— > D fwe
vEFD ueC
Z
eFy

j{: Cuv
ueC
- r_(l;w (Z TODMSEDY f<v>2<w>
veCL ueC

vgC+ ueC

Aplicando a proposicao 4.3.4 resulta
1
sz=—z el
O] =, C]
ect
O

Teorema 4.3.8 (Identidade de MacWilliams) Seja C' um (n, k)—cddigo linear so-

bre um corpo F, e C* o seu dual. Entao

1
WCJ-('TJy) = EWC (J: + (p - 1)3/7'1: - y)

Demonstracao: Seja f definida por

fo B = Clzy

W xnfwt(w) wit(w)

Y

Entao

> flo)y= ) amy) = We (z,y) (4.4)

veC+ veCt
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Por outro lado, da definigao de transformada de Fourier, vem para todo u € F'

fluy = > fw)

weFy

_ Z xnfwt(w)ywt(w) Cu.w
weFy
p—1 p—1

_ Z o xn—wt(wl,...,wn)ywt(wl,...,wn) C(u1w1+...+unwn)
w1=0 wWynp=0
p—1 p—1

xlfwt(wl)ywt(wﬂc(ulwﬁ o xlfwt(wn)ywt(wn)c(unwn)

I
)
]

£
I
o
g
3
I
(=)

"T
—_
’E|
—_

xlfwt(wi)ywt(wi)c(uiwi)

|

I
o

1

g

1

0 n
p—1
glmwtk)wtk) -(uik) - hela proposicao 4.2.4

n
g
—= 3

i=1 k=0

-
I

(7 +y¢" + ...+ y¢u D)

|
.::

@
I
—

($ + yCW + ...+ ygﬂh’(P*l)) H (33 + yCui + ..+ ygui(p71)>

i=1
=0 u; 70

I

5
Il L

Para u; =0,

Para u; # 0 ,
. wi(p— w1 = (¢u)pt
(z+yC" + ... +y¢u® ) = m—l—yC’—1<_C<3i
¢ = (Y
Tty 1 ¢

Como ( é raiz primitiva indice p da unidade, ((*“)P = ((P)* = 1 e (" # 1 pois
0 <wu; <p, vem que

¢ = Gy

- =z+y(-1l)=z—y

r+y
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Assim,

n n
11
i=1

u; =0

= (

8

+(p—Dy)" ") (z

z Ayt ) T @ gy
. y)wt(w)

Portanto,

1 iy 1 —wt(u wt(u
me(u) WZ($+(19—1)?J)” ()(x y) 1w
ueC ueC
ﬁWC (x+(p—Dy,z—y)

1
WCl(xay) = 7

Finalmente, aplicando a proposi¢ao 4.3.7 a (4.4) e ao resultado anterior conclui-se que
C]

We(x+ (p—1y,z—y)

O
Exemplo 4.3.9 O cddigo linear C' definido por C = {000, 021,012} sobre o corpo Fj
tem enumerador de pesos de Hamming igual a

We(z,y) = 2° + 2xy?
Aplicando a generalizacao da Identidade de MacWilliams obtém-se o enumerador de
pesos do dual de C

VVC’L (1:7 y)

1

- ((x +2y)% + 2(z + 2y) (z — y)z)
Como o dual de C €

3+ 22%y + 2wy® + 4y
C+ = {000, 100, 200, 011, 022, 111, 122, 211, 222}
facilmente se confirma o resultado obtido.
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Segundo Roman [8], Marcel Golay introduziu, em 1949, alguns c6digos lineares,
actualmente designados por codigos de Golay. Estes cddigos sao normalmente definidos
pela matriz de controlo. No exemplo seguinte vai determinar-se o enumerador de pesos

de um deles.

Exemplo 4.3.10 O (11,6)—cddigo terndrio de Golay € formado por 3% = 729 palavras
e, por isso, a determinacao do seu enumerador de pesos € uma tarefa trabalhosa. A

partir da matriz de controlo

11122010000
11210201000
H=112101200100
12012100010
10221100001

pode obter-se mais rapidamente a distribuicdo de pesos para as 3° = 243 palavras que
constituem o dual. O dual do (11,6)—cddigo de Golay tem o sequinte enumerador de

PeSos

We(z,y) = o' 4+ 1322%9° + 1102%y°

Através da Identidade de MacWilliams (teorema 4.3.8), obtém-se

1
Wel(z,y) = EWCJ_ (z +2y,2 —y)
1

= 2" +13225%° + 1322°y° + 3302°y® + 11027y + 24y

Este codigo tem distancia minima igual a 5 pois 5 é o menor peso de uma palavra-

codigo nao nula. Assim, permite detectar até 4 erros e corrigir até 2 erros.
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A Identidade de MacWilliams revela-se, assim, muito util para obter o enumerador
de pesos de um (n, k)—cédigo linear C' sobre um corpo F, sem ter que determinar o
peso de todas as suas p* palavras, pois, a menos que k seja relativamente pequeno esta
é tarefa pode tornar-se muito dificil. Se k for muito grande sera, naturalmente, n — k
pequeno e assim o enumerador de pesos de um cédigo linear C' pode obter-se a partir

do enumerador de pesos do seu dual.
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Capitulo 5

Equivaléncia de Cdédigos Lineares

Neste capitulo, define-se transformacao monomial como resultado das restrigoes
impostas as isometrias de Hamming, definidas no Capitulo 2, para que estas preservem
a linearidade. Em seguida, mostra-se que as transformagoes monomiais sao as unicas
transformacoes lineares que preservam os pesos das palavras-codigo e demonstra-se o
teorema da equivaléncia de cédigos que, estabelece condi¢oes para a equivaléncia de
c6digos lineares. Este teorema, atribuido a F. J. MacWilliams, é o principal resultado

deste capitulo. Por fim, apresenta-se a conclusao deste trabalho.

5.1 Transformacao monomial

As propriedades bésicas de um cédigo estao ligadas a nocao de distancia de Ham-
ming. Assim, parece razoavel pensar na equivaléncia de cédigos através de isometrias
de Hamming. Essa ideia de equivaléncia foi abordada no Capitulo 2, tendo-se concluido

que as isometrias de Hamming eram compostas de dois tipos de transformagoes:

e permutacao do conteido de uma componente

e permutacao das componentes
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No entanto, a imagem de um codigo linear através de uma isometria nao é neces-
sariamente linear pois, em geral, a permutagao do conteido de uma componente nao
preserva a linearidade. No exemplo 2.3.2, a isometria ¢ transforma o cédigo linear C'

num codigo D nao linear. Assim, interessa analisar as isometrias que sao lineares.

Proposigao 5.1.1 Seja F um corpo. Entao, para qualquer b € F\ {0}

1. A funcao
- F — F

a — ab

¢ uma bijeccao linear cuja inversa € my-1.

2. Qualquer bijec¢ao linear é da forma f = ny.

Demonstracao:

1. Para quaisquer a,c,\,p € Febe F\ {0}
(-1 07) (@) = my-1(ab) = (ab)b™" = a(b™'b) = a

e, analogamente, (n, o ny-1) (a) = a. Portanto, n,-1 é a inversa de 7.

Também,
mo(Aa + pic) = (Aa + pc)b = A(ab) + pu(cb) = Amy(a) + pmy(c)
Portanto, 1, ¢ uma bijeccao linear.

2. Seja f : F — F uma bijeccao linear. Entao, para todo a € F

fla) =af(l) =ns(a) , com f(1)#0

pois f é injectiva. Portanto, tomando b = f(1), conclui-se f = n.
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Proposicao 5.1.2 Seja F' um corpo. Para qualquer permuta¢do w, a isometria
T, : Fm — "
(Uy ooy ttn) = (Ur)s - s Un(n))

¢ uma transformacao linear de F™.

Demonstracao: Sejam u = (uy,...,u,), v = (v1,...,v,) € F", A, p € F e

2= M+ pv = (Auy + poy, ..., Au, + pvy,). Entao

T.(Au+pv) = Ti(z)
= (Zn(1)s- - - Zn(n))
= (Mn(1) + HU()s - - - s AUn(n) + WVr(n))
= AMUn(1)s - Ur(n)) + 1(Vz(1), - - -5 Un(n))
= ANl (u) + pTr(v)

ou seja, T, é uma isometria linear em F™. 0

Assim, sao lineares as isometrias compostas por transformacoes de dois tipos

1. multiplicagao do conteido de uma componente por um escalar nao nulo (prop.5.1.1)

2. permutacao das componentes (prop.5.1.2)

As fungoes compostas por transformacoes do tipo 1. podem ser representadas por

uma matriz diagonal, D, pois para todo by, ..., b, € F'\ {0}

Y P

(Up, ... uy) — (uihy, ..., u,by)

pode ser escrita na forma

(Ug, ..., up) +— (Up,...,uy)D
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sendo

by 0O 0
0 b 0
0 0 b,

Por outro lado, a transformacao referida em 2. estd associada a uma matriz de

permutacao, P, pois

f £ — £
(U1, tn) = (Un(1)s - - -5 Un(n))
pode ser definida por
f: Fm — Fm
(Ui, ..o ty) = (Up,...,un)P
sendo P a matriz cujas colunas sao ex(1y, ..., €x(n), €m que para todo ¢ =1,...,n,

er(;) representa o 7(i)-ésimo vector da base canénica de F™.

Existem, ¢ — 1 bijecgdes lineares em F' e (¢ — 1)" x n! isometrias lineares em F".

Definicao 5.1.3 Chama-se transformagao monomaal a qualquer isometria linear

e matriz monomsial, a matriz A associada a uma transformagcdo monomial.

A matriz A é da forma A = DP onde D é uma matriz diagonal e P é uma matriz de
permutagao, isto é, A tem exactamente uma entrada nao nula em cada linha e cada

coluna.

Faz sentido estudar as transformacoes, entre dois cédigos, que preservem os pesos
das palavras.
Em seguida, prova-se que tais transformacgoes tém que ser transformagoes monomi-

ais. A demonstragao apresentada é adaptada de Bogart, Goldberg e Gordon [1].
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5.2 Teorema de MacWilliams para a equivaléncia

de cdédigos

Definigao 5.2.1 Dois (n,k)-cédigos lineares C' e D sobre um corpo F dizem-se

equivalentes se existe uma transforma¢ao monomial ® : F" — F" tal que ®(C) = D.

Seja Fy um corpo. Denota-se por Ly,..., L,u) os distintos subespacos vectoriais de

dimensao um do espaco vectorial F¥ e por uy, ..., u, ) 0s respectivos geradores.
q ) » Yu(k)

Proposicao 5.2.2 Seja F, um corpo. O nimero de subespagos vectoriais distintos de

dimensao um de Fqk’ ¢ dado por

Demonstracao: Fqk’ é formado por ¢* vectores sendo ¢* — 1 néo nulos.

Fixado um vector nao nulo u € F;“ ele tem ¢ — 1 multiplos nao nulos que sao

u,2u,...,(q¢ — 1)u. Entdo, o nimero de subespacos de dimensao um de Fqk ¢é dado
por
k
q° —1
k) —
(k) 1
O

Definicao 5.2.3 Dois quaisquer subespacos L; e L; dizem-se subespacos vectoriais

ortogonaas e escreve-se L; L Lj, se u;.uj = 0.

4y . ~ ’
E ébvio que, se para algum u; e algum u;, u;.u; = 0, entao u.u = 0 para todos os

~ / .
vectores nao nulos u e v pertencentes a L; e L;, respectivamente.

Proposicao 5.2.4 Seja I, um corpo. Fizado um qualquer L;
{7 e{L,... u(k)}: Ly L Li}| = p(k — 1)
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Demonstracgao: Fixado um qualquer L;
G € (L on(k)} Ly L LY
corresponde ao nimero de subespacos de dimensao um de
M:{UEF;:u.uizo}
Seja f a transformacao linear definida por

f:Fqk — I

U U

Ora, Kerf = M e Imf = F,. Entao, dim(M) = k — 1. Logo, M é formado por

k

_ ~ . -1_7
¢*~! —1 vectores nao nulos, ou seja, M tem <

q—1

= p(k —1) subespagos de dimensao

um. [l

Proposicao 5.2.5 Seja I, um corpo. Fizados dois quaisquer L; e L;

Hse{l,...,u(k)} : Ly L L; e Ly L L;}| = p(k —2)

Demonstracao: Fixados dois quaisquer L; e L;
Hse{l,...,u(k)} : Ly L L; e Ly L L;}|
corresponde ao numero de subespacos de dimensao um de
N=A{uce Fqk s (v, wag) = (0,0)}
Seja g a transformacao linear definida por

.k 2
g: b, — F,

u = (uu,uug)

Ora, Kerg = N e Img = F}. Entdo, dim(N) = k—2. Logo, N é formado por ¢"*>—1

qk:72_1
q—1

vectores nao nulos, a que correspondem = p(k — 2) subespacos de dimensao

um. O
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Seja T = (tij>1§i,j§,u,(k) a matriz definida por

0 se Lz 1 Lj
tij =
1 caso contrario

Esta matriz descreve a relacao de ortogonalidade entre os subespacos de dimensao um

de Ff.

Proposicao 5.2.6 Seja F(f um espago vectorial sobre um corpo Fy, e, parai = 1,. .., u(k),

seja e; o i-ésimo vector da base candnica de QM%) sendo Q o conjunto dos nimeros

TaCIONA1S.
(k)
1. A soma de todas as linhas da matriz T € o vector x = ¢+ ! g €;.
i=1

2. A soma de todas as linhas da matriz T com entrada igual a zero na posi¢do j €

p(k)
o vector y(j) = ¢" 2 Z e;.
=
Demonstracao:
1. Seja @ = (21,...,2,x)) o vector soma de todas as linhas de 7. Entdo, para
i=1,...,pu(k),

i = tyFto+ .+ luwy
= {ye{l,...,uk)}:L; LL;}|
= ulk) =G e, .., pk)}: L; L L}

= u(k) — u(k —1) pela proposicao 5.2.4

-1 o1
B q—l_ qg—1
B ¢ — ¢!
qg—1
_ qk—l

(k)
Logo, © = ¢"! Z €;.

i=1
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2. Seja y(j) = (y1,-- -, Yu)) © vector soma de todas as linhas com entrada igual a

zero na posigao j. Entao, parai=1,...,u(k) ei#j

v = Hse{l,...,u(k)}:LsLL; e Ly LL;}|
= {se{l,....nk)} : Ly L L;}| —{se{l,...,u(k)} : Ly L Lj e Ly L L;}|

= u(k—1)— pu(k —2) pelas proposicoes 5.2.4 e 5.2.5

B qk -1 qk—2 -1
q—-1  g¢-—-1
= 2

(k)
Logo, y(j) = ¢ 2 ) _es.

i=1
i#]
O
Proposicao 5.2.7 A matriz T € invertivel em Q.
Demonstragao: Qualquer vector ey, ..., e,x) da base candnica de Q) é combinacao
linear das linhas da matriz T" pois para j = 1,..., u(k)
1 2 =D ei=¢
=1 i=
iZ
Logo, T' tem caracteristica u(k) e, portanto, é invertivel. 0
Definicao 5.2.8 Sejam X1, Xs,..., X, as n colunas da matriz geradora X, de um
(n, k)—cddigo linear C' sobre um corpo F,. O vector coluna r* = (r:¥, ... ,rff(k))T com

rr={je{l,....n}: X €L e X] #0}|

indica o numero de colunas nao nulas de X que pertencem a cada um dos subespacos
vectoriais Ly, isto é, r indica quantas colunas de X sdo maiiltiplos escalares nao nulos

de u;.
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(k) p(k)
O numero de colunas nao nulas de X é dado por Z r¥ e, portanto, X tem n — Z i
i=1 i=1
colunas que sao nulas.

Seja X uma matriz geradora de um (n, k) —cédigo linear C' sobre um corpo Fj e, para
todo u € Fq"“‘, I Flf — (' a fungao linear definida por f(u) = uX. Sendo us, ..., Uy
os geradores de Ly, ..., L,k de F(f, entdo f(u1),..., f(uum) sdo os geradores dos

subespagos vectoriais de dimensao um de C. Assim, f(L;) =< f(u;) >.

O resultado seguinte prova que o peso de qualquer palavra-cédigo, wt (f(u;)), a

menos da multiplicacao por escalar nao nulo é a i-ésima componente de Tr~.

Proposicao 5.2.9 Para qualquer 1 <i < u(k) tem-se

(Tr¥); = wt(f(us))

Demonstracao:
(k)
(TTX)Z‘ = tijT’;(
j=1
p(k)
_ X
= 2.7
j=1
Lj L

(k)
= Z er{l,...,n}:XkTGLj e X}Z#GH

w(k)
= Z‘{k‘e {1,...,77,}2XEEL]' e ung#O}‘
j=1
= [{ke{l,...,n} u. X #0}|
= wt(u;X)
= wi(f(u))
Assim, o vector coluna Tr* determina o peso de cada um dos subespacos de dimensao

um de C. O
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Considere um isomorfismo ¢ de C' em D que preserve os pesos e a fungao linear
g : F¥ — D definida por g = p o f. Entdo, para todo u € Fy, g(u) = (po f)(u) =
¢(f(u)) = ¢(uX). A matrizY de g relativamente & base canénica de F¥ é uma matriz
geradora de D. Pela proposicao 5.2.9, pode afirmar-se que (TrY); = wt(g(u;)) sendo
rY o vector coluna para Y obtido de forma andloga ao vector rX para X.
Teorema 5.2.10 Sejam C' e D dois (n, k)—cdédigos lineares e X a matriz geradora
de C. Sejam f : Fqk — C tal que f(u) = uX, ¢ um isomorfismo de C' em D que
preserve os pesos, isto €, para todo u € C, wt (p(u)) = wt(u) e g : Fy — D definida
por g = o f. Entdo, existe uma matriz monomial, A, tal que XA =Y sendo Y a

matriz de g relativamente a base candnica de Fq"“.

Demonstracao: Para todo i € {1,...,u(k)}

wi(g(wi)) = wi(e(f(w)))

= wt(f(u;)) pois ¢ preserva os pesos

Pela proposigao 5.2.9, vem para todo i € {1,...,u(k)}, (TrX); = (TrY);, isto é,

TrX = TrY. Como a matriz T é invertivel (proposigao 5.2.7), resulta que r* = r¥.

Y

Sendo 7% e ¥ vectores coluna cujas componentes indicam o ntimero de colunas nao

nulas das matrizes X e Y, respectivamente, que pertencem aos subespacos de dimensao

um de FF

> conclui-se que X e Y tém o mesmo nimero de colunas nao nulas e, por

consequéncia, o0 mesmo numero de colunas nulas. Como, para todo i = 1,..., u(k),
rX = rY resulta triz X triz Y té t t 1
r =, que a matriz X e a matriz ém exactamente o mesmo nimero

de colunas pertencentes a cada um dos subespagos L;. Logo, essas colunas ou sao
iguais ou sao multiplos escalares nao nulos. Finalmente, a definicao de r* e de ¥ nao
determina a ordem das colunas de X e Y e, portanto, as colunas de X ou sao iguais
ou sao permutacoes das de Y. Entao, Y = XA com A = DP, em que D é uma matriz
diagonal n x n que especifica a multiplicacao por escalar nao nulo e P uma matriz de

dimensao n x n que define a permutacao de colunas. 0
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Estes resultados provam o teorema seguinte, conhecido por teorema de MacWilliams

para a equivaléncia de codigos.

Teorema 5.2.11 (Teorema de MacWilliams para a equivaléncia de cédigos)
Sejam C e D dois (n,k)-cddigos lineares sobre um corpo F e ¢ : C — D um
wsomorfismo que preserva os pesos. Entao, existe uma transformagao monomial @ :

F™ — F™ tal que ®|c = y, isto €, para todo u € C, ®(u) = ¢(u).

Exemplo 5.2.12 Sejam X eV, respectivamente, as matrizes geradoras dos (3, 2)— cddigos

lineares C' e D sobre Fj

1 0 2 01 2
2 11 2 21
F} tem 3% =9 elementos e p(2) = % = 4 subespagos de dimensao um

Li=<10>; Lo=<01>; L3=<11>; Ly=<12>

O wvector coluna r* = (0,1,0,2)T € igual ao vector coluna r¥ = (0,1,0,2)T. A
matriz Y tém exactamente o mesmo numero de colunas, pertencentes a cada um
dos subespagos L;, que a matriz X. FEssas colunas ou sao iguais ou sao multiplos

escalares nao nulos das colunas de X, eventualmente numa outra ordem. Verifica-se

que, Y = XA com

010 1 00 010
A=1200]|=]1020 100
0 01 0 01 0 01

A transformacdao monomial ® definida por
. F — F
(x7y’ Z) = (2y7 :L" Z)
é tal que ®(C) = D e portanto os cédigos lineares C' e D sdao equivalentes.
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A partir do vector coluna Tr* de um (n, k)—cédigo linear C' sobre um corpo F,,
¢é possivel obter a distribuicao de pesos das palavras do cédigo e construir um codigo
que verifique a referida distribuigao de pesos.

Na verdade, para i € {1,...,n}, considerando A; o nimero de palavras do cddigo

com peso 1, verifica-se que

A= {7 e{t . nk)}: (Tr); =i} x (¢ —1)

sendo, naturalmente, Ag = 1.

Exemplo 5.2.13 Seja C o cédigo linear-(3,2) sobre o corpo Fy com TrX = (3,2,2,2)7.

Entao a distribuicao de pesos das 9 palavras de C' €

Ay =1

A= [Ge{l 4} (), =1} x3-1)=0x2=0
Ay = [{je{l,... 4} (Tr¥); =2} x(3-1)=3x2=6
Ay = |[{je{l,... 4} (Tr"); =3} x(3-1)=1x2=2

Considere-se 0s subespagos de dimensao um de F3
Ly =<10>; Lo=<01>; Ly3=<11>; Ly=<12>

e por consequinte a matriz T’

1011
0111
T —
1110
1101
Entao

1 2 1 1
3 T3 3 3 3 1

2 1 1 1
R I I A 2 _|0©
3 3 3 3 2 1

1 1 2 1
3 3 T3 3 2 1

D
S|



Logo a matriz X geradora do codigo C' ou de um codigo equivalente a C tem trés
colunas nao nulas sendo cada uma delas um maultiplo escalar dos geradores de Ly, L

e Ly. A matriz geradora de C pode ser

1 11
01 2

sendo C' o codigo definido por

C = {000,012, 021,111, 120, 102, 222, 201, 210}

5.3 Conclusao

Com esta tese pretendeu-se mostrar a importancia da distribuicao de pesos das
palavras de um cdédigo e das isometrias no desenvolvimento dos codigos, em especial
dos codigos lineares. As nogoes de distancia entre palavras e peso de uma palavra
permitem determinar a capacidade de deteccao e correccao de erros e, portanto, o
conhecimento da distribuicao dos pesos de um codigo revela-se particularmente 1til
para conhecer a eficiéncia de um cdédigo relativamente a esses dois importantes aspec-
tos. Asisometrias permitem verificar a equivaléncia de cédigos, ajudando a determinar
em que circunstancias se mantém os principais parametros. Assim, as conclusoes a
que chegaram Ioana Constantinescu e Florence Jessie MacWilliams, designadamente
nos trés resultados que constituiram o objecto fundamental desta tese, revelaram-se

contributos importantes para o desenvolvimento da Teoria de Cédigos.

68



Apeéendice A

A.1 Corpos Finitos

Definicao A.1.1 Seja F' um conjunto nao vazio com duas operacoes bindrias, uma
operagao de adigcdo (+) e uma operacao de multiplicagcdo (x ). Uma estrutura (F, 4+, X)

diz-se um anel comutativo se para todo u,v,w € F':

1. (F,+,0) € um grupo abeliano, isto é,

(a) u+v=v+u
(b) (u+v)+w=u+(v+w)
(c) existe um elemento 0 € F tal que u+0=u

(d) eziste um elemento (—u) € F' tal que u+ (—u) =0
2. (F,x) € um semigrupo abeliano

3 ux (vtw)=uxv+uxw

Uma estrutura (F,+, x) diz-se um corpo se é um anel comutativo e (F'\ {0}, x,1) é

um grupo abeliano.

Definicao A.1.2 Sejam a, b e m > 1 numeros inteiros. Diz-se que a é congruente
com b para o mddulo m e escreve-se a = b (mod m) se m divide a — b.

Denota-se por z(mod m) o resto da divisao de x por m.
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Teorema A.1.3 Sendo p um nidmero primo, o conjunto F, = {0,1,...,p— 1} mu-

nido das operagoes a + b (mod p) e a x b (mod p), para a,b € F,, € um corpo.

A.2 Espacos Vectoriais

Definicao A.2.1 Seja F' um corpo e V. um conjunto nao-vazio com operacoes de
adicao e multiplicagao por escalar que determinam para quaisquer u,v € V. uma soma
u+v eV epara quaisquer w € V., X € F' um produto \u € V.

O conjunto V chama-se um espaco vectorial sobre o corpo F se (V,+,0) é um

grupo abeliano e para quaisquer u,v,w €V e A,y € F

1. Mu+v) =Au+ v
2. (Ap)u = A(pu)
3. (A4 pu= I+ pu

4. lu=u

Os elementos de V' dizem-se vectores e os de F' dizem-se escalares.
0 diz-se o vector nulo.
O conjunto F™ com as operacoes adicao de vectores e multiplicagdo por escalar

definidas, para quaisquer (ug,...,u,),(v1,...,v,) € F™ e A € F, respectivamente por,

(Ugy ooy tp) + (U1, vn) = ((ug +v1)y ooy (U +v5))

Mgy ooy un) = (Aug, .o Auy)

é um espaco vectorial sobre o corpo F'.

Teorema A.2.2 Seja W um subconjunto ndao vazio de um espago vectorial V sobre

um corpo F'. W diz-se um subespaco vectorial de V' se for
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1. fechado para a adi¢ao de vectores, isto €, se u,v € W entdo u+v € W
2. fechado para a multiplicacao por escalar, isto €, seu € W e X € F entdo A\u € W

Definicao A.2.3 Seja V' um espaco vectorial sobre um corpo F e sejam vy, vy, ..., U

vectores em V. O wvector v diz-se combinac¢ao linear de vy, vs,...,v;, se

U:)\1U1—|—)\2U2—|—...—|—)\k7jk , COm )\1,)\2,...,)\k€F

Definicao A.2.4 Seja V' um espaco vectorial sobre um corpo F'. Os vectores vy, v, ..., U
dizem-se linearmente dependentes se existem escalares Ay, Ag,..., N\, € F nao

todos nulos tais que \vy + Xavs + ... + A\yv = 0.

Definicao A.2.5 Seja V' um espaco vectorial sobre um corpo F'. Os vectores vy, va, ..., U

dizem-se linearmente independentes se

)\1U1+/\2’Ug+...+/\k1)k:6 = )\1:()’)\2:0"”7/\.%:0

Definicao A.2.6 Seja S um subconjunto nao-vazio do espago vectorial V' sobre um
corpo F. Chama-se subespaco gerado por S ao conjunto de todas as combinacgoes

lineares dos vectores de S.

Definicao A.2.7 Seja V' um espaco vectorial sobre um corpo F'. Diz-se que o espaco
vectorial tem dimensdo k e escreve-se dim(V) = k se existem, em V, k wvectores,
U1, V2, ..., Uk, linearmente independentes que geram V. O conjunto {vy,vs, ..., vy}

diz-se uma base de V. O espaco vectorial {6} tem dimensao zero.

Teorema A.2.8 Todas as bases de um espaco vectorial de dimensdo finita, V', tém o

mesmo numero de elementos.
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A.3 Produto Interno

Definigao A.3.1 Sejam u = (uy,...,u,), v = (v1,...,v,) vectores de um espago
vectorial F™ sobre um corpo F. Chama-se produto interno (ou produto escalar)

de u por v e escreve-se u.v, ao numero dado por

UV = U101 + ...+ UUp
Definicao A.3.2 Dois vectores u,v € F" dizem-se ortogonais se u.v = 0.

Teorema A.3.3 Seja F™ espaco vectorial sobre um corpo F. Para todo u,v,w € F™

e \, u € F wverifica-se

1. uv =v.u

2. (Au+ pv)w = Muw) + p(v.aw)

A.4 Aplicacoes Lineares

Definicao A.4.1 Sejam U e V' dois espagos vectoriais sobre o mesmo corpo F'.
Chama-se transformacao linear a uma funcao ¢ : U — V' que satisfaca

1. p(a+b) = ¢(a) + ¢(b) para quaisquer a,b € U

2. p(Aa) = Ap(a) para qualquer a € U e A € F
Definicao A.4.2 Sejam U e V' dois espagos vectoriais sobre o mesmo corpo F'.

Seja ¢ : U — V uma transformacao linear.

Chama-se niucleo de ¢ e escreve-se Ker ¢ ao conjunto
Kerp={ueU: p(u) =0}
Chama-se tmagem de ¢ e escreve-se I'm @ ao conjunto

Ime={veV:pu)=uv para algum v e U}
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Teorema A.4.3 Sejam U e V' dois espagos vectoriais sobre um corpo F' e dim(U) =

n. Seja ¢ : U — V uma transformacgao linear. Entao

dim(Ker @)+ dim(Im ¢) =n

Teorema A.4.4 Uma transformacgao linear € injectiva se e so se Ker ¢ = {6}

A.5 Matrizes

Teorema A.5.1 Qualquer matriz A, n x m, sobre um corpo F estd associada a uma

transformacao linear @ : F" — F™ definida por u — uA.

Definicao A.5.2 Chama-se caracteristica de uma matriz G e escreve-se carG,

ao numero mdzimo de linhas (ou de colunas) linearmente independentes da matriz G.

A.6 Raizes Primitivas em C

Definicao A.6.1 Em C, conjunto dos niumeros complexos, a g-ésima raiz da unidade,
¢, diz-se uma raiz primitiva indice q da unidade, se e s6 se (! = 1 e para

0<i<gq, ("#1, comqeN.

Proposicao A.6.2 Em C, a equacio (1 —1 =0, com q € N, tem pelo menos uma

2

raiz primitiva, ¢ = cis o
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